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Zy
kus A = Ln:i(x)dx:
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A =(b - a)B;;

kus B; vaartusi saab leida kasiraamatutest.



Uhtlase vorgu korral (h = x; — xj_1, i = 1;:::;n) avaldub
Ai = (b —a)B;;
kus B; vaartusi saab leida kasiraamatutest.
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Kuin = 1, siis
b—a
2

S = [f(a) + f(b)I:

Kui n = 2; siis

szzbga f(a) + 4f izb +f(b) :

Uhtlase vorgu korral saab esitada veahinnangu
Zy

f(x)dx — S, <
a (x) "= CMyh"™2: kuin on paaritu arv

CMph™3: kuin on paarisarv

kus C > 0 on konstant, mis ei sdltu n ja My on [f("* Y (x)| maksimaalne
vaartus ldigul [a; b]:
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Uldiselt kasutatakse poliinomiaalse interpolandi asemel tiikiti
poliinomiaalset interpolanti. Olgu ( x) funktsiooni f(x) tdkiti lineaarne
interpolant sBlmedes Xg; X1;:::; Xn: Asendame integreeritava
funktsiooni f(x) selle interpolandiga ning integreerime
Zy Zy
f(x)dx ~ ( x)dx =

a a

xXn Z Xi
= ( x)dx:
i=1 Xi-1
LAigul [xj_1; ;] integreerides kasutame Newton-Cotesi
kvadratuurvalemit n = 1 korral (vftame a = x;_; jab = Xx;), saame

Zy
( x)dx = X' S (i) + F(x)] = [f(Xi71+ f(xi)]:

Xi—1
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Seega
x Z Xi
S = ( x)dx =

i=1 Xi-1

= Dlfxa) + O+ DIF0)+ fO]+ DIF0x) + FOxa)l

o DTG * ()

Saadud valemit
S, = g[f(xo)+ 2f(xq1) + 2f(X2) + 111+ 2f(Xn_1) + F(Xn)]

nimetatakse trapetsvalemiks. Trapetsvalemi viga igal osaldigul
Z Z

Xi X

f(x)dx — ( x)dx < CM;h3:

Xi—1 Xi—1
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Zy Zy
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Z, zZ, b a
f(x)dx — ( x)dx < CMynh®= CM; . h3
a a
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Z, Z,
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h3
a a h

z b z b
f(x)dx —  ( x)dx < Ch?

a a
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z

X2i

(X = 22221y o) + 41(xai-1) + 1(x1)] =

- g[f(xzi_2)+ 4f (Xgi_1) + f(X2)]:



n
X Zx
=1 Xa2i-2
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= g[f(xo) + 4f(xq) + f(x2)] +
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)(2 Z X2i
Sp = ( x)dx =

=1 Xa2i-2

= Dlf(xa) + 410+ 10+ BIF0) + 41(xs) + Tl

#20) + 41(x6) + FO0)] +

E— e TR



)(2 Z X2i
Sp = ( x)dx =

=1 Xa2i-2

= Dlf(xa) + 410+ 10+ BIF0) + 41(xs) + Tl
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)(2 Z X2i
Sp = ( x)dx =

=1 Xa2i-2

= Dlf(xa) + 410+ 10+ BIF0) + 41(xs) + Tl

# D00 + 4106) + T+ 0% D[ 0n-2) + 40t 1) + FOx0)]:
Siit saame Simpsoni valemi
Sn= D1f(xo) + 41() + 2((x0) + 4f(xs)+

+oint 2f(xn—2) + 4f(Xn_1) + f(Xn)]:
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Osaldigul [x2j_2; X2i] kehtib veahinnang
Z Z

X2i X2i
f(x)dx — ( x)dx < CMyh®:
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Meil osalike kokku 5, absoluutsed vead liituvad, jarelikult

Zy Zy

foOdx —  ( x)dx < c:lvlzgh5 - cm,” =8

2h

h5

Z b YA b
f(x)dx —  ( x)dx < Ch*:

a a
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Kordsete integraalide ligikaudne arvutamine

Valemeid Z Z Z

D
arvutamiseks nimetatakse kubatuurvalemiteks.
Kordse integraali saab esitada mitme jarjestiku maaratud integraalina
ehk mitmikintegraalina, nende leidmiseks saab kasutada
kvadratuurvalemeid.
Nii saab néaiteks integraali

Z Z

f(x;y)dxdy
D
piirkonna D = {(x;y):a <x <b;c <y <d} korral esitada
Z Z Z, Zyg
f(x;y)dxdy = dx f(x;y)dy:

D a [+
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vOime lugeda s6imedevahelised kaugused vordseks, st tegu on
Uhtlase vorguga, kus = y; —yj_1;j = 1;2;:::; m: Rakendame nlud
trapetsvalemit, siis 7
d
g(x)=  f(x;y)dy =~
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Meil seega 7 7 z,

f(x;y)dxdy = g(x)dx:
D a
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Saadud integraali R;’ g(x)dx leidmiseks kasutame veelkord
trapetsvalemit. Olgu meil ka siin 18igul [a; b] antud Uhtlane vérk
A= Xg< X< Xp<:::< Xp=b;kush=x; —xj_1;kusi=1;2;:::;n:
Zy
g(x)dx =
a

~ D [900) + 200x2) + 200) + 115+ 29(kn-1) + Gxe)]:
Et

g(xo) = E[f(XO;VO)"' 2f(Xosy1) + 111+ 2f(Xos Ym—1) + T(Xo; ym)];



R
Saadud integraali ;’g(x)dx leidmiseks kasutame veelkord
trapetsvalemit. Olgu meil ka siin 18igul [a; b] antud Uhtlane vérk
A= Xg< X< Xp<:::< Xp=b;kush=x; —xj_1;kusi=1;2;:::;n:
Zy
g(x)dx =

~ D [900) + 2000) + 200)+ 151+ 29(kn-1) + GOxn)]:
Et

g(xo) = E[f(XO;VO)"' 2f(Xosy1) + 111+ 2f(Xos Ym—1) + T(Xo; ym)];

g(x1) = E[f(xl:yo)+ 2f(Xe;y1) + i+ 2f(Xg Ym—1) + F(Xe ym)]

ja nii edasi, siis siit saame
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f(x;y)dxdy =~
D

h
~ 4 [[(xoiyo) + 2f(Xorya) + 22+ 2f(X0iYm-1) + T(Xo; Ym)*

+2f(X1;yo) + 4 (X1 Y1) + il A (X Ym—1) + 2f(Xe ym) + i



Z Z

f(x;y)dxdy =~
D

h
~ Z[f(xoiyo)‘F 2f(Xosy1) + 11+ 2f(Xos Ym—1) + T(Xo; ym)+
+2f(X1;yo) + 4 (X1 Y1) + il A (X Ym—1) + 2f(Xe ym) + i

+2f(Xn_1:Yo) + 4 (Xn_1,y1) + i+ M (Xn_1iYm—1) + 2f(Xn_1:Ym)*



Z Z

f(x;y)dxdy =~
D

h
~ Z[f(xo;yo)+ 2f(Xo;y1) + i1+ 2f(X0; Ym—1) + T(Xo:ym)+

+2f(X1;¥0) + 4f (X1, y1) + 11t 4 AF(Xe Ymo1) + 2f(Xe;ym) + 11l
+2f(Xn—1,¥0) + H(Xn_1;y1) + 1ol + A (Xn—1;Ym—1) + 2f(Xn—_1;Ym)+

+f(Xn;Yo) + 2f(Xn;y1) + 110+ 2F(Xn;Ym—1) + f(Xn;Ym)];
kus h on sammupikkus [a; b] ning on sammupikkus [c;d:]



Z Z

f(x;y)dxdy =~
D

h
~ 4 [[(xoiyo) + 2f(Xorya) + 22+ 2f(X0iYm-1) + T(Xo; Ym)*

+2f(X1;¥0) + 4f (X1, y1) + 11t 4 AF(Xe Ymo1) + 2f(Xe;ym) + 11l
+2f(Xn—1,¥0) + H(Xn_1;y1) + 1ol + A (Xn—1;Ym—1) + 2f(Xn—_1;Ym)+

+f(Xn;Yo) + 2f(Xn; Y1) + 110+ 2f(Xn; Ym—1) + T(Xn;Ym)];

kus h on sammupikkus [a; b] ning on sammupikkus [c;d:]
Ligikaudsel arvutamisel on vaja leida funktsiooni vaartus
(n+ 1)(m+ 1) sGlmes.
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arvutamist. Uldiselt on vaja sellise integraali leidmiseks arvutada
funktsiooni f véaartus suurusjark nN séimes.

juhuslikult valitud punkt sellest hulgast D. Olgu X Uhtlase jaotusega.
Suurus f(X) on punktist X séltuv juhuslik funktsioon, tema
keskvaartuse saab leida
YA z
Ef(x) = SR { O'CHD CHIRES (V) [¢ N'ETs OS¢ MoNP:
D
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Valime hulgast D n punkti 8%; R2;::: 8": Nende punktide p&hjal saab
leida suuruse f(X) valimi. Suuruse f(x) statistiline keskvaartus
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Valime hulgast D n punkti 8%; R2;::: 8": Nende punktide p&hjal saab
leida suuruse f(X) valimi. Suuruse f(x) statistiline keskvaartus

11X .
Estatf (X) = n f(ﬁl):

i=1
Kui keskvaartus asendada statistilise keskvaartusega, siis
ZZ Z 10 _
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Siin sBlmede arv n ei sbltu integraali dimensioonist N:
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Diferentsiaalvfrrandi jarguks nimetatakse selles vdrrandis esineva
otsitava funktsiooni tuletise vdi diferentsiaali kdrgeimat jarku. Kui
diferentsiaalvdrrandis on otsitavaks funktsiooniks Gihe muutuja
funktsioon, siis nimetatakse seda vorrandit harilikuks
diferentsiaalvérrandiks (HDV). Kui diferentsiaalvdrrandis on otsitavaks
mitme muutuja funktsioon, siis nimetatakse seda vorrandit
osatuletistega diferentsiaalvorrandiks (ODV).
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1. jarku HDV uldkuju on jargmine:
F(x;u;u’) = 0;

kus F(x; u;Vv) on kolme muutuja funktsioon.
Kui vBrrandis on kdrgeimat jarku tuletis teiste likmete kaudu
avaldatud, siis see vorrand on normaalkujul. Seega on 1. jarku HDV
normaalkuju jargmine:

u’ = f(x;u);

kus f on kahe muutuja funktsioon.
n: jarku HDV Uldkuju ja normaalkuju on vastavalt
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kus F jaf on vastavalt n + 2— ja n + 1—muutuja funktsioonid.
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Diferentsiaalvérrandi lahend on funktsioon, mis rahuldab seda
vorrandit. Diferentsiaalvorrand ei ole tiheselt lahenduv, see tahendab,
et vorrandil on palju lahendeid. Uldiselt n—jarku vérrandi lahend sdltub
n konstandist.

n—jarku HDV uldlahendiks nimetatakse selle v8rrandi lahendit, mis
sOltub n suvaliselt valitavast konstandist. Erilahendiks nimetatakse
lahendit, mis on saadud uldlahendist mainitud konstantide kseerimise
teel.

Diferentsiaalvdrrandi erilahendi graa kut nimetatakse selle vGrrandi
integraalkdveraks. Seega vdib n—jarku HDV Uldlahendit geomeetriliselt
tblgendada kui n—parameetrist séltuvat integraalkBverate parve.
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gu(”) = f(x;u;uu”; s uY);
u(xo) = ug;
u®(xo) = ug;
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Seda Ulesannet nimetatakse Cauchy ehk algtingimustega tlesandeks
n—jarku HDV-le. Cauchy teoreemi pdhjal on teada, et kui funktsioon f
on pidev ja tal on pidevad osatuletised kdigi argumentide jargi, siis on
sellisel Cauchy ulesandel parajasti tiks lahend.

Esineb ka tlesandeid, kus lisatingimused konstantide maaramiseks on
antud mitmes punktis. Sellisel juhul raagitakse rajalilesandest.



