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Funktsiooni Iahendamine ehk interpoleerimine on funktsiooni
jatkamine.

Olgu antud I6igul [a,b] N+ 1 punktia=xp < Xy < ... < Xp = b.
Selliseid punkte nimetatakse interpolatsioonisélmedeks. Olgu samas
teada ka funktsiooni f(x) vaartused neis sdlmedes

f(x0), f(x1), ..., f(xn). Kui funktsiooni f(x) vaartused valjaspool sdlmi
pole teada, saabki rddkida interpolatsioonillesandest: leida mingi
funktsioon ®(x) nii, et kehtiks tingimused

o(x;) = f(x;), j=0,1,...,n.



Leidub parajasti Uks dlimalt n—astme poliinoom
n
®(x) = D Lni(x)(x),
i=0
mis rahuldab interpolatsioonitingimusi ja kus

Ln,i(X) _ (X =Xx)(Xx—=x1) ... (X = Xi_1)(X — Xjz1) ... (X — Xp)

(Xi — X0)(Xi — X1) - (Xi — Xi—1)(Xi — Xix1) ... (Xi — Xn)
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mis rahuldab interpolatsioonitingimusi ja kus

Ln,i(X) _ (X =Xx)(Xx—=x1) ... (X = Xi_1)(X — Xjz1) ... (X — Xp)

Sellist polinoomi nimetatakse Lagrange’i
interpolatsioonipoliinoomiks.
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Uhtlase vérgu korral kehtib Lagrange'i interpolatsioonipoliinoomi jaoks
hinnang
[f(x) — (x| < [FMD )|,

kus h = x; — x;_1 on vorgu samm.
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-
Tuakiti polinomiaalne interpolatsioon

T&psema interpoleerimise jaoks voib konstrueerida interpolandi, mille
s6lmede arv ei lahene I6pmatusele (n — o), kuid seda interpolanti
saab kasutada osaldikudel, mille arv |aheneb I6pmatusele. Selleks
tuleb vaadeldav 16ik [a, b] jaotada k osaldiguks punktidega

a=X<Xx3<...<xxk=b
ning igal osaldigul [x;, xj, 1] valime sélmed

Xi=Yio <VYi1 <...<VYii= Xit1.
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Tuakiti polinomiaalne interpolatsioon

T&psema interpoleerimise jaoks voib konstrueerida interpolandi, mille
s6lmede arv ei lahene I6pmatusele (n — o), kuid seda interpolanti
saab kasutada osaldikudel, mille arv |aheneb I6pmatusele. Selleks
tuleb vaadeldav 16ik [a, b] jaotada k osaldiguks punktidega

a=X<Xx3<...<xxk=b
ning igal osaldigul [x;, xj, 1] valime sélmed

Xi=Yio <VYi1 <...<VYii= Xit1.

Olgu s6imedes y; ; antud funktsiooni vaartused f(y; ;). Igal osaligul
vaadeldakse /—astme interpolanti, mis rahuldab
interpolatsioonitingimusi ®(y; ;) = f(yi;)-

Nii saame tUkiti polinomiaalse funktsiooni ®(x) liitekohtadega
punktides x;. Etteantud interpolatsioonitingimuste tottu on interpolant
s6lmedes x; pidev.



Vorgu tihendamisel kK — oo, ent | jAdb samaks. Sellisel juhul

1f(x) — &(x)| < CH*' = 0, kuix;—Xx;_1 — 0.
X
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Vorgu tihendamisel kK — oo, ent | jAdb samaks. Sellisel juhul
f(x) — &(x)| < CH" =0, kuix;—x;_1 — 0.

Tikiti lineaarne interpolatsioon on lahendamine lineaarse
funktsiooniga.
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Vorgu tihendamisel kK — oo, ent | jAdb samaks. Sellisel juhul
f(x) — &(x)| < CH" =0, kuix;—x;_1 — 0.

Tikiti lineaarne interpolatsioon on lahendamine lineaarse
funktsiooniga.
Ruutinterpolatsioon on lahendamine ruutfunktsiooniga.

5/19



-
Splainid

Olgu 16ik [a, b] jagatud osalbikudeks punktidega

a=X <Xy <...<Xxk=b.



Splainid

Olgu 16ik [a, b] jagatud osalbikudeks punktidega
a=X <Xy <...<Xxk=b.

I-jarku splainiks siledusastmega p nimetatakse jargmiste omadustega
funktsiooni S"P(x):

5. loeng

02.10.2014 6/19



Splainid

Olgu 16ik [a, b] jagatud osalbikudeks punktidega
a=X <Xy <...<Xxk=b.
I-jarku splainiks siledusastmega p nimetatakse jargmiste omadustega

funktsiooni S"P(x):
1. S'P(x) on llimalt /-astme poliinoom igal osaldigul [x;; X;11];

02.10.2014 6/19



-
Splainid

Olgu 16ik [a, b] jagatud osalbikudeks punktidega
a=X <Xy <...<Xxk=b.

I-jarku splainiks siledusastmega p nimetatakse jargmiste omadustega
funktsiooni S"P(x):

1. S'P(x) on llimalt /-astme poliinoom igal osaldigul [x;; X;11];

2. S'P(x) ise ja tema tuletised kuni jarguni p (kaasa arvatud) on
pidevad vahemikus (a; b).



-
Splainid

Olgu 16ik [a, b] jagatud osalbikudeks punktidega
a=X <Xy <...<Xxk=b.

I-jarku splainiks siledusastmega p nimetatakse jargmiste omadustega
funktsiooni S"P(x):

1. S'P(x) on llimalt /-astme poliinoom igal osaldigul [x;; X;11];

2. S'P(x) ise ja tema tuletised kuni jarguni p (kaasa arvatud) on
pidevad vahemikus (a; b).

Rakendustes kasutatakse tavaliselt kuupsplaine siledusastmega 2,
mida tahistatakse S%2(x).



-
Splainid

Olgu 16ik [a, b] jagatud osalbikudeks punktidega
a=X <Xy <...<Xxk=b.

I-jarku splainiks siledusastmega p nimetatakse jargmiste omadustega
funktsiooni S"P(x):

1. S'P(x) on llimalt /-astme poliinoom igal osaldigul [x;; X;11];

2. S'P(x) ise ja tema tuletised kuni jarguni p (kaasa arvatud) on
pidevad vahemikus (a; b).

Rakendustes kasutatakse tavaliselt kuupsplaine siledusastmega 2,
mida tahistatakse S%2(x).

Koige lihtsam on splaine esitada baasisplainide ehk B-splainide abil.



Lineaarsplainid S'0(x).



Lineaarsplainid S'0(x).

S1O(x 20,81 O(x

kus ¢y, C1, - . ., Cx On kordajad ja

X—Xj_1 .
X—x_p Kui X € [Xi—1, xi]

1,0 q— .
Bi (X) = %, kui x € [X,',X,‘_H]

0, mujal
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Lineaarsplainid S'0(x).

S1O(x 20,81 O(x

kus ¢y, C1, - . ., Cx On kordajad ja

X—Xj_1 .
X—x_p Kui X € [Xi—1, xi]

1,0 q— .
Bi (X) = %, kui x € [X,',X,‘_H]

0, mujal

B!°(x) = B'? (X ;Xi> :

kus B'9(x) on splain, mis [—1; 1] erineb nullist, st

Uhtlase vérgu korral

1+ x, kuix € [-1;0]
B"0(x) = {1 —x, kuix e [0;1]
0, mujal.



Kuupsplainid S32(x).
Minimaalse pikkusega I6ik, kus annab baasisplaini konstrueerida, on
[Xi_2; Xi,2]. Baasisplain B%2(x) on kujul

(x +2)3, kuix €[-2;-1]
1+3(x+1)+3(x+1)2-3(x+1)3, kuix e [-1;0]
B32(x) = {1+3(1 —x)+3(1 — x)2 = 3(1 — x)3, kuix € [0;1]
(2 —x)3, kuix € [1;2]

0, mujal.

Suvalise kuupsplaini saame esitada B-splainide
lineaarkombinatsioonina

k+1

S2(x) = Y aBY?(x).

i=—1



Funktsioonide lahendamine vahimruutude meetodil

Diskreetne juht
Olgu antud [a, b] nii, et a = xg < X1 ... < X, = b ja sblmedes on teada
f(x;), kus j=0,1,..., n. Otsime funktsiooni ®(x), mis antud s6lmedes

lAhendaks funktsiooni f(x). Kui interpolatsioonitilesanne on Ule

madaratud, siis ei saa lahendada interpolatsioonitilesannet selle
klassikalises mdistes.
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Diskreetne juht
Olgu antud [a, b] nii, et a = xg < X1 ... < X, = b ja sblmedes on teada
f(x;), kus j=0,1,..., n. Otsime funktsiooni ®(x), mis antud s6lmedes

lAhendaks funktsiooni f(x). Kui interpolatsioonitilesanne on Ule
madaratud, siis ei saa lahendada interpolatsioonitilesannet selle
klassikalises mdistes.

Lahenduseks oleks leida selline funktsioon ®(x), mis s6lmedes langeb
kdige paremini kokku funktsiooni f(x) vaartustega. Kahe funktsiooni
erinevuste mdotmiseks kasutame funktsiooni

J(@) = 3 ki (90x) — F(x))2,
i=0

kus x; > 0 on kaalud, mis véimaldavad varieerida funktsioonide f(x) ja
®(x) kokkulangevust.
Suurust J(®) nimetatakse vahimruutude funktsionaaliks.
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Nii pustitatud Glesannet nimetatakse vahimruutude tGlesandeks.
Kui J(®) = 0, siis on funktsionaali miinimum ka
interpoleerimistlesande lahendiks.

Sellise minimeerimistlesande lahendiks sobib funktsioon

O(x) = ¢gj(x),
=

kus c¢1, Cp, ..., Cm ON konstandid, ¢1(x), ¢2(x), ..., ¢m(x) on etteantud
klassi funktsioonid.
Seega

2
n

J(®) = "k ci¢j(Xi) — f(x))

i=0 j=1

Siin tundmatuteks ¢y, ¢, ..., cm, vOime tahistada
J(®) =J(ci,C,...,Cm).



Funktsiooni J(¢y, Co, . . ., Cm) miinimumi tarvilik tingimus on
iJ(c c cm) =0, k=1 m
ac;( 1,02,.--5,bm) — Y, — ey

Kordajad ¢y, ¢, . .., cy Saab maarata m x m lineaarsest
vorrandistusteemist

Z[Z’ﬁd’jxl (ZSKX/]CJ—ZH/ X)ok(Xi), kK=1,....m

j=1 i=0
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Lineaarne juht
Kui ®(x) = ¢1x + c», siis on vaja maarata kordajad ¢y ja c».



Lineaarne juht
Kui ®(x) = ¢1x + c», siis on vaja maarata kordajad ¢y ja c».

J(P) = Zn: ki (C1xi + ¢ — (X))
i=0



Lineaarne juht
Kui ®(x) = ¢1x + c», siis on vaja maarata kordajad ¢y ja c».

o) = Zn: ki (C1Xi + c2 — F(x))?
i—0

ja
m_ZZH, (cixi+ o —f(x))-x;=0
/0
872—225, (c1xi+ ¢ —f(x))-1=0
i=0



0125, X +022””' X,—ZH, f(xi) - X;

i=0

ci ZN/'XH—CzZKi: Zn;-f(x,)
i=0 =0 =0

5. loeng
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n n n

Ci Zni-x,erczZm,--x,-:Zm-f(Xi)'Xi
i—0 i—0 i—0
n n n

CrY _mi-Xi+CY K=Y ri-f(x)
i=0 i—0 i—0

Analoogiliselt saab leida kordajad ¢y, ¢y, c3 ruutfunktsioonile
® = ¢1X% + X + C3.
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n n n

Ci ZH,"X,?—I—CQEM-X;:ZM'f(Xi)'Xi
i—0 i—0 i—0
n n n

CrY _mi-Xi+CY K=Y ri-f(x)
i=0 i—0 i—0

Analoogiliselt saab leida kordajad ¢y, ¢y, c3 ruutfunktsioonile
® = ¢1x? + cox + c3. Siis oleks vaja lahendada lineaarne
vorrandislisteem
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Naide Antud on

x[ 4] 3] -2 0 2 [ 3] 4
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Naide Antud on

x| -4 -3 -2 0 2 4

y | 032)|-0,27|-0,55|-0,48 | 0,28 | 1,12 | 1,87
Lahendame esitatud funktsiooni ruutfunkisiooniga
®(x) = ¢1x% + cox + c3, kasutame kaalusid k; =1, i =1,...,7.
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Naide Antud on

x| -4 -3 -2 0 2 4
y|032]|-027|-055]|-048 0,28 | 1,12 | 1,87
Lahendame esitatud funktsiooni ruutfunktsiooniga
®(x) = ¢1x% + cox + c3, kasutame kaalusid k; =1, i =1,...,7.
Arvutame vajalikud summad:
ZX,’ = 07 ZXIZ = 58,
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Seega susteem tuleb kujule

706¢; + 58¢; = 41,61
58c, = 12,03
58¢ + 703 = 2,29
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Seega susteem tuleb kujule

706¢; + 58¢; = 41,61
58c, = 12,03
58¢ + 703 = 2,29

Siit c3 = —0,5048, ¢, = 0,2074 ja ¢y = 0,1004. Ruutfunktsiooniks
tuleb seega

®(x) = 0,1004x2 + 0,2074x — 0,5048.
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tervel 16igul [a, b].
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0Ck

2
b m
o = e /. "0 (Z 6j(x) - f(x)) dx =



Kordajate ¢y, ¢, . . ., ¢y maaramiseks tekib lineaarne vérrandististeem

m b
Z(/a X)¢j(x)k(x)d. )) Cj = /an(x)f(x)gbk(x)dx

Jj=1

k=1,2,....,m.



