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Konstantide varieerimine...

...ehk Lagrange’i meetod.
Vaatame vorrandit Ly = f(x). Olgu meil teada vastava homogeense
DV Ly = 0 lahendite fundamentaalstisteem yj, ..., yn. Otsime y, kujul

e = C1(x)y1(1) + Co(X)y2(X) + - + Cn(X)Yn(X)-

Selleks, et nii defineeritud y. oleks vorrandi Ly = f(x) lahend, on vaja
sobivalt maarata suurused Ci(x), ..., Cn(X).
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Diferentseerime y, avaldist, saame
Yo = C1(X)y1(X) + ... + CL(x)yn(X) + C1(x)y1(X) + ... + Cn(X)yp(x)-

Nouame, et

Ci(x)y1(X) + ... + Cy(X)yn(x) =0,
siis

yi= Ci(x)y1(x) + ... + Ca(X)yn(x).
Diferentseerime veel korra, siis

Yl = CLX)Y{(X) + ..+ CHX)Yn(X) + C1(X)Y{(X) + ... + Ca(X)yH (X)



Diferentseerime y, avaldist, saame
Ve = CL)y1(X) + ... + Co(X)yn(x) + Ci(x)y1(X) + ... + Ca(X)yp(x).

Nouame, et

Ci(x)y1(X) + ... + Cy(X)yn(x) =0,
siis

yi= Ci(x)y1(x) + ... + Ca(X)yn(x).
Diferentseerime veel korra, siis

v = Ci(X)y1(x) + ... + Co(x)ya(x) + Ci(x)y1 (X) + ... + Cn(X)yp (x)
Nouame jélle, et

C}(X)V4(X) + .. + Ch(x)yh(x) = 0.



|
Diferentseerime y, avaldist, saame
Y = CL(X)y1(X) + .. + CR(x)¥n(X) + C1(X)y1(X) + ... & Cn(X)¥p(X).
Noéuame, et
Ci{(X)y1(x) + ... + Cp(x)yn(x) = 0,
siis
Y = C1(X)y1(X) + ... + Ca(X)y¥p(X).
Diferentseerime veel korra, siis
¥ = C{x)yi(x) 4 .. + Cr(X)yp(x) + C1(x)y1 (X) + .. + Ca(X)y5(X)

Nouame jélle, et

CH(X)V(X) + . + Ch(x)yh(x) = 0.
Sellisel juhul
¥ = Cr(x)y1 (x) + ... + Ca(X)yn (X)
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Nouame taas, et
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Nii saab diferentseerimist jatkata ja
YD = S0y 4t GV 0+

+C1 Y0 + -+ o)y (x)
Nouame taas, et

Cio™? + .+ Chxy P (x) =0.
Viimane tuletis
Y = CLOP™ D 30+ Crx)y () +Cr (x) Y (x) +...Calx)yS” (x)
Asendame nii leitud y, tuletised vorrandisse Ly = f(x). Saame
Po()ICH (Y™ () 4+ ChlVE™ )+ Co (XY () +...Cal)y” (1))
01 (G Y™ () + e+ Calx)ys™ O]+t
+Pn(X)[C1(X)y1(X) + ... + Ca(X)yn(X)] = f(x)
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Po(X)[C ()Y D (x) + .+ CL)YST DO+

Cr )oY + 1YV + L+ pa(X)y] + ot
+Ca(X)[Po(X)ys" + 1 ()Y + .+ Pa(X)yal = F(x)
Seega

Po(X)[C; () V(%) + oo+ CLEOYE V(0] = £(x)



Po(X)[C ()Y D (x) + .+ CL)YST DO+

Cr )oY + 1YV + L+ pa(X)y] + ot

+Ca() o)y + 1 ()Y + oo+ pa(x)ynl = £(x)

Seega

Po()[C; )PV (x) + o+ Cox)ys D (x)] = £(x)
Siit
Cr(X)Y1(X) + oo + Ch(X)Yn(x)
Cr(X)Y}(X) + oo + Ch(X)Yh(x) =

I
o o

CloO" @ + .+ Chxy P =0

Cion™ D+t Gl = 0
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Konstantsete kordajatega lineaarne
diferentsiaalvorrand

Vaatame vorrandit kujul Ly = 0, ehk

poy™ +piy" D + .+ pay =0,

kus suurused p; on konstandid.
Vérrandit kujul
PN+ p A+ L+ pp=0

nimetatakse karakteristlikuks vorrandiks. Selle vorrandi lahendid \;
on karakteristlikud vaartused.
Uurime tapsemalt karakteristlikke vaartusi:
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Kui karakteristlikud. vaartused M1, ..., A\, on reaalsed ja paarikaupa
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| Karakteristlikud vaartused on reaalsed ja paarikaupa erinevad.
Kui karakteristlikud. vaartused M1, ..., A\, on reaalsed ja paarikaupa
erinevad (st nende seas ei ole kordseid vaartusi), siis on teada
tegelikult vérrandi Ly = 0 n lahendit kujul

= e/\1X’ Yo = e>\2X7 ceey ¥Yn = eAnX

Naitame, et need lahendid on lineaarselt séltumatud ja moodustavad
lahendite fundamentaalsiisteemi. Selleks leiame nende funktsioonide
Wronski determinandi:

e)\1X e)\gx eAnX
W(y1,...,¥n) = MeMx o et \etnX _
)\77.1"e>\1x )\gfil"e)\zx )\27‘1“6)\”)(
1 1 .1
— eMXgleX | . ghnX A A2 An
AT ADT e



| Karakteristlikud vaartused on reaalsed ja paarikaupa erinevad.
Kui karakteristlikud. vaartused M1, ..., A\, on reaalsed ja paarikaupa
erinevad (st nende seas ei ole kordseid vaartusi), siis on teada
tegelikult vérrandi Ly = 0 n lahendit kujul
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Kui karakteristlikud. vaartused M1, ..., A\, on reaalsed ja paarikaupa
erinevad (st nende seas ei ole kordseid vaartusi), siis on teada
tegelikult vérrandi Ly = 0 n lahendit kujul

= e/\1X’ Yo = e>\2X7 ceey ¥Yn = eAnX

Naitame, et need lahendid on lineaarselt séltumatud ja moodustavad
lahendite fundamentaalsiisteemi. Selleks leiame nende funktsioonide
Wronski determinandi:
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Jérelikult nii moodustatud funktsioonid yj, ..., ¥, on lineaarselt
sOltumatud.

Il Vaatame juhtu, kus karakteristlikud vaartused kompleksed. Olgu
naiteks Ay = a + i kompleksne karakteristlik vaartus, siis on ka

Ao = a — i Karakteristlikuks vaartuseks, sest reaalsete kordajatega
polinoomi kompleksed nullkohad esinevad paarikaupa
kaaskompleksarvudena. Siis Ly = 0 lahendid y; = eMX ja y» = e’
on samuti kompleksed. Eraldades niid neist reaal- ja imaginaarosa,
saame

¥ = e)\1x _ e(a+iﬁ)x



Jérelikult nii moodustatud funktsioonid yj, ..., ¥, on lineaarselt
sOltumatud.

Il Vaatame juhtu, kus karakteristlikud vaartused kompleksed. Olgu
naiteks Ay = a + i kompleksne karakteristlik vaartus, siis on ka

Ao = a — i Karakteristlikuks vaartuseks, sest reaalsete kordajatega
polinoomi kompleksed nullkohad esinevad paarikaupa
kaaskompleksarvudena. Siis Ly = 0 lahendid y; = eMX ja y» = e’
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Il Vaatame juhtu, kus karakteristlikud vaartused kompleksed. Olgu
naiteks Ay = a + i kompleksne karakteristlik vaartus, siis on ka

Ao = a — i Karakteristlikuks vaartuseks, sest reaalsete kordajatega
polinoomi kompleksed nullkohad esinevad paarikaupa
kaaskompleksarvudena. Siis Ly = 0 lahendid y; = eMX ja y» = e’
on samuti kompleksed. Eraldades niid neist reaal- ja imaginaarosa,
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Il Vaatame juhtu, kus karakteristlikud vaartused kompleksed. Olgu
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Jérelikult nii moodustatud funktsioonid yj, ..., ¥, on lineaarselt
sOltumatud.

Il Vaatame juhtu, kus karakteristlikud vaartused kompleksed. Olgu
naiteks Ay = a + i kompleksne karakteristlik vaartus, siis on ka

Ao = a — i Karakteristlikuks vaartuseks, sest reaalsete kordajatega
polinoomi kompleksed nullkohad esinevad paarikaupa
kaaskompleksarvudena. Siis Ly = 0 lahendid y; = eMX ja y» = e’
on samuti kompleksed. Eraldades niid neist reaal- ja imaginaarosa,
saame
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yo = 2% = el@=IX — g2(cos Bx — i sin Bx) = €X cos Bx — ie®X sin Bx

ehk siis u = e** cos 5x ja v = e** sin Bx.



Jérelikult nii moodustatud funktsioonid yj, ..., ¥, on lineaarselt
sOltumatud.

Il Vaatame juhtu, kus karakteristlikud vaartused kompleksed. Olgu
naiteks Ay = a + i kompleksne karakteristlik vaartus, siis on ka

Ao = a — i Karakteristlikuks vaartuseks, sest reaalsete kordajatega
polinoomi kompleksed nullkohad esinevad paarikaupa
kaaskompleksarvudena. Siis Ly = 0 lahendid y; = eMX ja y» = e’
on samuti kompleksed. Eraldades niid neist reaal- ja imaginaarosa,
saame

y1 = eM¥ = el TfX — e2X(cos Bx +isin fx) = €°X cos Bx + ie®X sin Bx

yo = 2% = el@=IX — g2(cos Bx — i sin Bx) = €X cos Bx — ie®X sin Bx

ehk siis u = e** cos 8x ja v = e** sin Sx. Nii maaratud v ja v on ka
vérrandi Ly = 0 lahenditeks.
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Naide: Lahendada y” = 4y’ — 5y

y'—4y'+5y =0

A2 — 4\ +5=0

M=240 dp=2—1i

Kompleksarv A = 2 + /i, reaalosa on 2, imaginaarosa 1 ning jarelikult

y1 = e2Xcos x
¥o = ¥ sinx

y = C1e®* cos x + Coe?* sin x
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Kui mingi A\ on kordne karakteristlik vaartus, naiteks olgu Ay r—kordne
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Kui mingi A\ on kordne karakteristlik vaartus, naiteks olgu Ay r—kordne
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Il Reaalsed kordsed karakteristlikud vaartused

Kui mingi A\ on kordne karakteristlik vaartus, naiteks olgu Ay r—kordne
karakteristlik vaartus, siis sellisele karakteristlikule vaartusele vastavad
funktsioonid

A X A1 X 2 A\ X r—1 \x
}’1291,2:X917}’2:X917-~-7Yr:)( e

on konstantsete kordajatega vorrandi Ly = 0 lahenditeks.
Tahistame karakteristliku vérrandi lihemalt

A= poA" + P A"+ 4 Prt A+ Pa

Eelduse kohaselt on A\ karakteristliku vorrandi r—kordseks nullkohaks,

st
A1) =0, N(A1) =0, .., AU"D(x) =0, A (A;) £ 0
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st
L(xke’)=0, k=0,1,....,r —1

Iga A korral kehtib seos
L(e™) =A™ (+)

Tdepoolest

n n—1

e)\x + p

d
e)\x 4o _}_pnqixe)\x _|_pne)\x —

AX
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ZPOW
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Meil vaja néidata, et funktsioonid yj, ..., y, rahuldavad vérrandit Ly = 0,
st
L(xke’)=0, k=0,1,....,r —1

Iga A korral kehtib seos
L(e™) =A™ (+)

Tdepoolest

n n—1

e)\x + p

d
e)\x 4o _}_pnqixe)\x _|_pne)\x —

AX
L(e™) axn-1 d

:POW

— po)\ne/\x +p1)\nf1e)\x 4 +pn_1)\e/\x +pneAx — A()\)eAx

Diferentseerime niid seose (*) mdlemaid pooli k korda X jargi.



Vasaku poole diferentseerimisel saame

dk

a* by a oy AX
L(e™) = (podx,,e“rm o e + ...+ pne )Z

drk

T dik



Vasaku poole diferentseerimisel saame

AX dk a’ AX - AX AX
L(e ):W ,DOWG +p1 X 719 ++pne ==

dk
ANk

dn k \x dn—1 dk \x dk o
= Pogxn <we )*’”w(we >+"'+p"d)\ke -



Vasaku poole diferentseerimisel saame

AX dk a’ AX - AX AX
L(e ):W ,DOWG +p1 X 719 ++pne ==

dk
ANk

_ in 7ke>\x + dn_1 7ke>\x + + ikeAx_
= Pogxn \ ok Praxn— \ gk SV



(*) parema poole diferentseerimiseks kasutame Leibnizi valemit

k

j’:k [/\(A)e“} = < ’j‘ )/\(/)()\)xk_fe“

j=0



(*) parema poole diferentseerimiseks kasutame Leibnizi valemit

k

j’:k A& = ,Z; < ’j‘ )/\(/)()\)xk_fe”‘

Seega saame (*) diferentseerimisel, et

k
L(x*e™) =" ( K > AD(N)xk=TeMx

J=0 /



(*) parema poole diferentseerimiseks kasutame Leibnizi valemit
a“ A [k G) 1\ k] oA
2 x| — —Jghx
i [/\()\)e } ,Z;< ; )/\ (\)xkTe

Seega saame (*) diferentseerimisel, et

k
L(x*e™) =) ( K > AD(N)xk=TeMx

=0\

Saadud seos peab kehtima iga A korral.



(*) parema poole diferentseerimiseks kasutame Leibnizi valemit
a“ AX . k () K—j aAX
W[/\()\)e } :/ZE( ; )/\ (\)xkTe

Seega saame (*) diferentseerimisel, et

k
L(x*e™) =) ( K > AD(N)xk=TeMx

=0\

Saadud seos peab kehtima iga A korral. Valime \ = ).



(*) parema poole diferentseerimiseks kasutame Leibnizi valemit
k

j’:k A& = ,Z; < ’j‘ )/\(/)()\)xk_fe”‘

Seega saame (*) diferentseerimisel, et
K /oK ' '
L(x*e™) =) ( ) > AD(N)xk=TeMx

=0\

Saadud seos peab kehtima iga A korral. Valime A = \q. Et
AW ()\q) = 0, siis saame, et

L(xke™) = 0.



(*) parema poole diferentseerimiseks kasutame Leibnizi valemit

k

j’:k A& = ,Z; < ’j‘ )/\(/)()\)xk_fe”‘

Seega saame (*) diferentseerimisel, et

k
L(x*e™) =) ( K > AD(N)xk=TeMx

J=0 /

Saadud seos peab kehtima iga A korral. Valime A = \q. Et
AW ()\q) = 0, siis saame, et

L(xke™) = 0.

Olemegi naidanud, et funktsioonid yj, ..., ¥, on vérrandi Ly = 0
lahenditeks.



IV Kui A = a £+ i on r—kordne kompleksne karakteristlik vaartus, on
ka vastavad lahendid yj, ..., , Vo, kompleksed.



IV Kui A = a £+ i on r—kordne kompleksne karakteristlik vaartus, on
ka vastavad lahendid yj, ..., , Vo, kompleksed. Lahendid saame reaal-
ja imaginaarosa eraldamisega.

1 = e cos X, Yo = xe®* cos X, ...,y = x" 1 e* cos x,
)

i1 = €°%sin BX, Yrio = x€®¥sin Bx, ..., yor = X" 1€ sin Bx
+ ) + ) )



Konstantsete kordajatega DV erilahendi leidmine
maaramata kordajate meetodil



Konstantsete kordajatega DV erilahendi leidmine
maaramata kordajate meetodil

Vaatame konstantsete kordajatega lineaarset diferentsiaalvorrandit

Ly =f,



Konstantsete kordajatega DV erilahendi leidmine
maaramata kordajate meetodil

Vaatame konstantsete kordajatega lineaarset diferentsiaalvorrandit
Ly =f,
see tdhendab
poy™ + Py + L+ ppy = f(x). (1)

Vastava lineaarse homogeense vorrandi Ly = 0 lahendi leidmiseks on
eeskiri olemas.



Konstantsete kordajatega DV erilahendi leidmine
maaramata kordajate meetodil

Vaatame konstantsete kordajatega lineaarset diferentsiaalvorrandit
Ly =f,
see tdhendab
poy™ + Py + L+ ppy = f(x). (1)

Vastava lineaarse homogeense vorrandi Ly = 0 lahendi leidmiseks on
eeskiri olemas. Mittehomogeense vorrandi lahendi y, leidmiseks on
lisaks Lagrange’i meetodile veel Uks vdimalus.



Konstantsete kordajatega DV erilahendi leidmine
maaramata kordajate meetodil

Vaatame konstantsete kordajatega lineaarset diferentsiaalvorrandit
Ly =f,
see tdhendab
poy™ + Py + L+ ppy = f(x). (1)

Vastava lineaarse homogeense vorrandi Ly = 0 lahendi leidmiseks on
eeskiri olemas. Mittehomogeense vorrandi lahendi y, leidmiseks on
lisaks Lagrange’i meetodile veel Uks voimalus. Selleks on vaja
médrata y, kuju vabaliikmest f(x) lahtuvalt.



A Olgu vorrandi vabaliige f(x) kujul
f(x) = e An(x)



A Olgu vorrandi vabaliige f(x) kujul

f(x) = € Am(x) = € (aox™ + a1 x™ ' + ... + am)



A Olgu vorrandi vabaliige f(x) kujul

f(x) = € Am(x) = € (aox™ + a1 x™ ' + ... + am)

Lause

Kui arv o ei ole lin. homogeense vérrandi (1) karakteristliku vérrandi
lahendiks, siis leidub vérrandil (1) Uks lahend y.(x) kujul

Yu(X) = € Pro(X) = €™(Pox™ + pyx™" + ... + Ppm),

kus p; on méddramata kordajad.

v




A Olgu vorrandi vabaliige f(x) kujul

f(x) = € Am(x) = € (aox™ + a1 x™ ' + ... + am)

Lause

Kui arv o ei ole lin. homogeense vérrandi (1) karakteristliku vérrandi
lahendiks, siis leidub vérrandil (1) Uks lahend y.(x) kujul

Yu(X) = € Pro(X) = €™(Pox™ + pyx™" + ... + Ppm),

kus p; on mddramata kordajad.
Kui arv o on s—kordne karakteristlik vaartus, siis vorrandil (1) leidub
erilahend y, kujul

Vi(X) = x5 Pp(x) =

= X% (pox™ + p1x™ " + ... + pm),

kus q; on mddramata kordajad.

v




B Olgu vérrandi vabaliige f(x) kujul

f(x) = Am(x)e** cos Bx + By(x)e™* sin Bx.



B Olgu vérrandi vabaliige f(x) kujul

f(x) = Am(x)e** cos Bx + By(x)e™* sin Bx.

Lause

Kui A = o+ Bi ei ole vérrandi (1) karakteristliku vérrandi lahendiks, siis
leidub vérrandil (1) erilahend y.(x) kujul

Yi(X) = Pm(x)e“* cos Bx + Qn(x)e* sin Bx,

kus Pm, Qn on sama astme poliinoomid kui Am, Bn.




B Olgu vérrandi vabaliige f(x) kujul

f(x) = Am(x)e** cos Bx + By(x)e™* sin Bx.

Lause

Kui A = o+ Bi ei ole vérrandi (1) karakteristliku vérrandi lahendiks, siis
leidub vérrandil (1) erilahend y.(x) kujul

Yi(X) = Pm(x)e“* cos Bx + Qn(x)e* sin Bx,

kus Pm, Qn on sama astme poliinoomid kui Am, Bn.
Kui A = a + Bi on s—kordne Kkarakteristlik vaéartus, siis vérrandil (1)
leidub lahend y, kujul

Vi (X) = X% [Pm(x)€** cos Bx + Qn(x)e™* sin Bx] .




C Olgu Ly = f(x), kus f(x) = fi(x) + fo(X).



C Olgu Ly = f(x), kus f(x) = fi(x) + fo(X).
Sellisel juhul leitakse vorrandi Ly = f;(x) erilahend y.,1



C Olgu Ly = f(x), kus f(x) = fi(x) + fo(X).
Sellisel juhul leitakse vorrandi Ly = f;(x) erilahend y,4 ning y,2, mis on
Ly = f(x) erilahendiks.



C Olgu Ly = f(x), kus f(x) = fi(x) + fo(X).

Sellisel juhul leitakse vorrandi Ly = f;(x) erilahend y,4 ning y,2, mis on
Ly = f(x) erilahendiks.

Vérrandi Ly = f(x) erilahendiks on

Vi = Vi1 + Vso.



Harilike diferentsiaalvorrandite stisteemid



Harilike diferentsiaalvorrandite stisteemid

Uldkuju:

(”m))

F1 (Xa.y1ay‘17 ) 1(n1)a.y27.yéa "'7.yén2)v ---7}’may;n7---7}’m
(”m))

FZ(Xay‘]ay‘ia "'7.y1(n1)7y27yé7 ---;}’2(”2)7 "'7ym7ylln7"'7 m

I
o o

Fo(X, y1, ¥}, ey 1(n1),y2,yé, ...,y_é"Z), s Yy Y, ...,y,(n”’")) =0



Harilike diferentsiaalvorrandite stisteemid
Uldkuju:

F1(X7.y17.y‘17"'7 1(n1)ay27.yéa"'7.yén2)v"'7ym7y;n7"'7 r(T?m))

0
FZ(Xay‘]ay‘ia "'7.y1(n1)7y27yé7 "'7y2(n2)7 "'7ym7ylln7"'7 r(r?m)) = 0

Fo(X, y1, ¥}, ey 1(n1),y2,yé, ...,y_é"Z), s Yy Y, ...,y,(n”’")) =0

Arvu n = ny + n2 + ... + Ny nimetatakse ststeemi jarguks.



Harilike diferentsiaalvorrandite stisteemid

Uldkuju:
F1 (Xa.y1ay‘17"'7 1(n1)ay27.yéa"'7.yén2)v"'7ym7y;n7"'7 r(T?m)) =0
FZ(Xay‘]ay‘{a --~7y1(n1)7y27yé7 “'7y2(n2)7 -"7ym7ylln7"-7 r(r?m)) =0 (2)
Fo(X, y1, ¥}, ey 1(n1),y2,yé, ...,y_é"Z), s Yy Y, ...,y,(n”’")) =0
Arvu n=ny + no + ... + Ny nimetatakse sisteemi jarguks.
Normaalkuju:
}’1/ - f1(Xa}/17}/27---7}/n)
yé = f2(X7y17.y27"'7yf7) (3)

yll“l = fn(XaYM}/Za--wyn)
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Teoreem

Olgu funktsioonid fi(x, y1, Yo, ..., ¥n) (I = 1,2, ..., n) pidevad muutujate
X, Y1, Yo, ..., Yn piirkonnas D. Siis 14bi iga piirkonna D iga punkti

(%0, 9,58, ...,¥8) kulgeb véhemalt (iks diferentsiaalvorrandite sisteemi
(2) integraalkéver.




Teoreem

Olgu funktsioonid fi(x, y1, Yo, ..., ¥n) (I = 1,2, ..., n) pidevad muutujate
X, Y1, Yo, ..., Yn piirkonnas D. Siis 14bi iga piirkonna D iga punkti

(%0, 9,58, ...,¥8) kulgeb véhemalt (iks diferentsiaalvorrandite sisteemi
(2) integraalkéver.

4

Teoreem

Olgu funktsioonid fi(x, y1, ¥z, ..., ¥n) (i = 1,2, ..., n) ja nende
osatuletised % (i,j=1,2,...,n) mddratud ja pidevad muutujate
X, Y1, Yo, ..., ¥n Plirkonnas D. Siis 1&bi iga piirkonna D iga punkti

(%0, ¥2,¥8, ..., ¥8) kulgeb parajasti iiks diferentsiaalvérrandite stisteemi
(2) integraalkéver.




Teoreem

Olgu funktsioonid fi(x, y1, Yo, ..., ¥n) (I = 1,2, ..., n) pidevad muutujate
X, Y1, Yo, ..., Yn piirkonnas D. Siis 14bi iga piirkonna D iga punkti

(%0, 9,58, ...,¥8) kulgeb véhemalt (iks diferentsiaalvorrandite sisteemi
(2) integraalkéver.

4

Teoreem

Olgu funktsioonid fi(x, y1, ¥z, ..., ¥n) (i = 1,2, ..., n) ja nende
osatuletised % (i,j=1,2,...,n) mddratud ja pidevad muutujate
X, Y1, Yo, ..., ¥n Plirkonnas D. Siis 1&bi iga piirkonna D iga punkti

(%0, ¥2,¥8, ..., ¥8) kulgeb parajasti iiks diferentsiaalvérrandite stisteemi
(2) integraalkéver.




Uldlahend:

yi:@i(x, C'vaZa--'an)a (I: 1,2,...,”)



Uldlahend:
yi:@i(x, C'vaZa--'an)a (I: 1,2,...,”)

Konstantide vaartuste fikseerimisel saadavaid lahendeid nimetatakse
erilahenditeks.



Diferantsiaalvorrandite siisteeme lahendatakse:



Diferantsiaalvorrandite slisteeme lahendatakse:
1) Uhele kérgemale vérrandile taandamise teel;



Diferantsiaalvdrrandite slisteeme lahendatakse:
1) Uhele kérgemale vérrandile taandamise teel;
2) esimeste integraalide abil;



Diferantsiaalvdrrandite slisteeme lahendatakse:
1) Uhele kérgemale vérrandile taandamise teel;
2) esimeste integraalide abil;

3) integreeruvate kombinatsioonide leidmise teel.
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Naide 1: Lahendada HDVS



Naide 1: Lahendada HDVS
y' =z
Z=y
Esimese vorrandi diferentseerimisel saame

y// — Z/



Naide 1: Lahendada HDVS

y' =z
Z=y
Esimese vorrandi diferentseerimisel saame
y// — Z/
ning asendades saadud tulemuse teise vérrandisse, saame
y'=y.



Naide 1: Lahendada HDVS
y'=2z
Z=y

Esimese vorrandi diferentseerimisel saame

y// — Z/
ning asendades saadud tulemuse teise vérrandisse, saame
/!
y =V

Et y” — y = 0 on konstantsete kordajatega HDV, siis karakteristlik
vorrand on
XN-1=0



Naide 1: Lahendada HDVS
y'=2z
Z=y

Esimese vorrandi diferentseerimisel saame

y// — Z/
ning asendades saadud tulemuse teise vérrandisse, saame
/!
y =V

Et y” — y = 0 on konstantsete kordajatega HDV, siis karakteristlik
vorrand on
XN-1=0

A==+1



Naide 1: Lahendada HDVS
y'=2z
Z=y

Esimese vorrandi diferentseerimisel saame

y// — Z/
ning asendades saadud tulemuse teise vérrandisse, saame
/!
y =V

Et y” — y = 0 on konstantsete kordajatega HDV, siis karakteristlik
vorrand on
XN-1=0

A= 41
ning y; = *



Naide 1: Lahendada HDVS
y'=2z
Z=y

Esimese vorrandi diferentseerimisel saame

y// — Z/
ning asendades saadud tulemuse teise vérrandisse, saame
/!
y =V

Et y” — y = 0 on konstantsete kordajatega HDV, siis karakteristlik
vorrand on
XN-1=0

A= 41
ning y; = e“jay. = e *.



Naide 1: Lahendada HDVS
y'=2z
Z=y

Esimese vorrandi diferentseerimisel saame

y// — Z/
ning asendades saadud tulemuse teise vérrandisse, saame
/!
y =V

Et y” — y = 0 on konstantsete kordajatega HDV, siis karakteristlik
vorrand on
XN-1=0

A= =+1
ning y; = e“jay. = e *.
y = Cy e+ Cre™*
D 8. loeng 12122017  22/27



z=Ce"¥ - Ce*
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z=Ce"¥ - Ce*

Silsteemi lahendiks

y=Cie¥+ Cre ¥
z=C1e" - Coe*



Definitsioon
Piirkonnas D méaéaratud mittekonstantset pidevalt diferentseeruvat
funktsiooni
V(X Y1, Y255 Yn)
nimetatakse normaalkujulise siisteemi (4) esimeseks integraaliks, kui

muutujate yy, yo, . . ., ¥n asendamisel stisteemi (4) mistahes lahendiga
Y1(x), y2(X), - .., yn(x) muutub see funktsion konstantseks x suhtes:

T,Z)(X,_}/1 (X),yg(X), Tt 7yn(X)) =C.




Definitsioon
Piirkonnas D méaéaratud mittekonstantset pidevalt diferentseeruvat
funktsiooni
V(X Y1, Y255 Yn)
nimetatakse normaalkujulise siisteemi (4) esimeseks integraaliks, kui

muutujate yy, yo, . . ., ¥n asendamisel stisteemi (4) mistahes lahendiga
Y1(x), y2(X), - .., yn(x) muutub see funktsion konstantseks x suhtes:

T,Z)(X,_}/1 (X),yg(X), Tt 7yn(X)) =C.

Definitsioon

Kui diferentsiaalvérrandite stisteemi (4) esimesed integraalid (X, y1,
Yo,...,¥yn) (Ii=1,2,...,n) on séltumatud, siis ststeemi (4)
uldlahendiks ilmutamata kujul on

ViX Y1, Yo, .. ¥n)=Ci, i=1,2,....n

4




Naide 2: Lahendada HDVS



Naide 2: Lahendada HDVS
y'=2z
Z =y

Lahendame slsteemi esimeste integraalide abil.



Naide 2: Lahendada HDVS
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Z =y
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molemad vorrandid, saame

y+zZ =y+z,



Naide 2: Lahendada HDVS
y'=2z
Z =y

Lahendame slisteemi esimeste integraalide abil. Liidame slisteemi
molemad vorrandid, saame

y+2Z=y+z
siit o )
y+2z)
o =y+z



Naide 2: Lahendada HDVS

y'=2z

Z=y
Lahendame slisteemi esimeste integraalide abil. Liidame slisteemi
molemad vorrandid, saame

y+Z =y+z
siit o )
Y+
dx =Ytz
dly+2) _
y+z



Naide 2: Lahendada HDVS

y'=2z

Z=y
Lahendame slisteemi esimeste integraalide abil. Liidame slisteemi
molemad vorrandid, saame

y+2Z=y+z,
siit o )
y+
dx =y+z
dly+2) _
y+2z

D 8. loeng 12.12.2017
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Naide 2: Lahendada HDVS

y'=2z
Z=y
Lahendame slisteemi esimeste integraalide abil. Liidame slisteemi
molemad vorrandid, saame
y+2Z=y+z,

siit

Siit saame
¢1(X,y,Z) =In ‘y—i_zl - X.



Teise esimese integraali leidmiseks lahutame slisteemi vérrandid,
saame



Teise esimese integraali leidmiseks lahutame slisteemi vérrandid,
saame

y' -7z =z—y.
Sarnaselt eelneva lahenduskaiguga saame

Inly —z|+x = Co



Teise esimese integraali leidmiseks lahutame slisteemi vérrandid,
saame

y' -7z =z—y.
Sarnaselt eelneva lahenduskaiguga saame
Inly —z|+x = Co
ja
wZ(vavz) =In ‘y - Z| + X.
Kontrollime séltumatust.



Teise esimese integraali leidmiseks lahutame slisteemi vérrandid,
saame

y' -7z =z—y.
Sarnaselt eelneva lahenduskaiguga saame

Inly —z|+x = Co
ja
wZ(vavz) =In ‘y - Z| + X.
Kontrollime soltumatust.

% g%

Y1 Y —

Ot On | =
9y1  OYn
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Teise esimese integraali leidmiseks lahutame slisteemi vérrandid,
saame

y' -7z =z—y.
Sarnaselt eelneva lahenduskaiguga saame
Inly —z|+x = Co
ja
wZ(vavz) =In ‘y - Z| + X.
Kontrollime séltumatust.

oYy Oy 1 1

s Oyn | — | ¥y+Zz y+z | _
Obn  OYn | T 1 — =
dy1r  Oyn y-z y-z
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Teise esimese integraali leidmiseks lahutame slisteemi vérrandid,
saame

y' -7z =z—y.
Sarnaselt eelneva lahenduskaiguga saame
Inly —z|+x = Co
ja
wZ(vavz) =In ‘y - Z| + X.
Kontrollime séltumatust.

Py Oy 1 1 1 1 2
oy Oyn | — | Ytz y+z | — _ _ E——
Oyr Oyn y-z y-z
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Teise esimese integraali leidmiseks lahutame slisteemi vérrandid,
saame

y' -7z =z—y.
Sarnaselt eelneva lahenduskaiguga saame
Inly —z|+x = Co
ja
wZ(vavz) =In ‘y - Z| + X.
Kontrollime séltumatust.

g g L 1 1 2
YA Yn | — yrz y+z | — _ _ E——
Oyr Oyn y-z y-z
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Leitud kahest séltumatust esimesest integraalist saame leida stisteemi
lahendid ilmutatud kujul. Selleks saame

Inly +z| —x = Cy
Inly —z|+x=0Co



Leitud kahest séltumatust esimesest integraalist saame leida stisteemi
lahendid ilmutatud kujul. Selleks saame

Inly +z| —x = Cy
Inly —z|+x=0Co

y+z=Cse¥
y—z==Ce*



Leitud kahest séltumatust esimesest integraalist saame leida stisteemi
lahendid ilmutatud kujul. Selleks saame

Inly +z| —x = Cy
Inly —z|+x=0Co

y+z=Cse¥
y—z==Ce*
Siit
y =0,5(C3e* + Cse7)
z=0,5(Cs6* — Cye7%)



