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Koérgemat jarku harilikud diferentsiaalvorrandid

Uldkuiju
F(X’ y’ y/7y//? "'7y(n)) = 0’
kus x on séltumatu muutuja, y = y(x) on otsitav ja y’, ..., y(™ on

otsitava funktsiooni tuletised.
Normaalkuiju

Yy =fx,y,y, ...y ") (1)
Algtingimused
y(X0) = Yo
/ 1

y =D (x) = yg !



Kérgemat jarku DV lahend on funktsioon, mille asetamisel vérrandisse
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F(x,y(x),y'(x),y" (%), ... y¥M) =0 wx.
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Kérgemat jarku DV lahend on funktsioon, mille asetamisel vérrandisse
saame samasuse

F(x,y(x),y'(x),y" (%), ... y¥M) =0 wx.

Teoreem

Olgu funktsioon f pidev muutujate x, y, y',y", ..., y("=1) piirkonnas D.
Siis iga punkti (Xo, Yo, ---, yg“) € D korral on Cauchy llesandel
{(1),(2)} vdhemalt (iks lahend.

Teoreem

Olgu funktsioon f pidev piirkonnas D ning olgu tal olemas esimest
jarku osatuletised argumentide y, y', ..., y\"=") jdrgi, mis on ka pidevad
piirkonnas D. Siis iga punkti (xo, Yo, ---, y(gH) € D korral on Cauchy
tlesandel {(1),(2)} parajasti (ks lahend.
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Definitsioon

Vérrandi (1) dldlahendiks nimetatakse vérrandi (1) lahendite peresid

y =y(x,Cy, Co, ..., Cp), mis séltuvad n suvalisest konstandist Cy, ..., Cp,
ja mille puhul iga punkti (Xo, Yo, ..., ¥y~ ') =€ D jaoks leiduvad
konstantide védrtused C?, C3, ..., C3, nii et lahend y = y(x, CY?, ..., C9)
rahuldab algtingimusi (2).




Definitsioon

Vérrandi (1) dldlahendiks nimetatakse vérrandi (1) lahendite peresid

y =y(x,Cy, Co, ..., Cp), mis séltuvad n suvalisest konstandist Cy, ..., Cp,
ja mille puhul iga punkti (Xo, Yo, ..., ¥y~ ') =€ D jaoks leiduvad
konstantide védrtused C?, C3, ..., C3, nii et lahend y = y(x, CY?, ..., C9)
rahuldab algtingimusi (2).

Definitsioon

Vérrandi (1) erilahend on vérrandi (1) lahend, mis on saadud
konstantide fikseerimisega.
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Lihtsamate n—jarku dif. vorrandite lahendamine

| Vaatame vorrandit kujul
y = f(x).

Olgu lisaks antud algtingimused (2), siis Cauchy tlesande lahendi
saab esitada kujul

2

Y=% +y8(x—x0) + y—o(x— xo)2 + ot
2!
74 _
(no_ 1)!(X_X0)n 1+

(n_11)! /X “(x — )" K(s)ds.
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Il Vérrand on kujul

F(x,yM) =0.
Vérrandi Uldlahend isaab esitada parameetrilisel kujul
x = ¢(p)
.y = ¢(p7 C‘Ia 027 sty Cn)

lll Olgu vérrand kujul
F(x, y®), y®D Ly = 0.
Kasutame uut otsitavat funktsiooni

z=yW,
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z=2z(y).
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IV Vaatleme vérrandit kujul

F(y,y’,...,y(”)) =0

Lahendamiseks kasutatakse muutujavahetust y’ = z, kusjuures
z=2z(y). Siis

g dyl dz g dz

T odx dydx dyZ -z

Sarnaselt saab leida ka jargmised tuletised. Nt

woay” dy” dy d (dz -z> dy

~ dx  dy dx dy\dy dx

[g5e- (3)] e
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Selliste asendustega on véimalik esialgne vorrand viia kujule

Gy, z 2,...2" M) =0.

Lahendiks
zZ = 90(y7 C1 PREEE Cn—1)-

Arvestades nldd tehtud muutujavahetust, saame

y/ = gp(y, C1 RS Cnf1)~
Siit

dy
— = x+ Cp.
/‘P(ya C17"'7Cn) n
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V Otsitava ja selle tuletise suhtes homogeenne DV.
Olgu vorrandis

F(X7y7.y/7 "'7.y(n)) = O
funktsioon F a—astme homogeenne funktsioon y, y’, ..., y(" suhtes.
See tdhendab

F(x, ty, ty', ..., ty(”)) =t"F(x,y,y', ...,y(”)) vt > 0.

Sellisel juhul saab vérrandi jarku alandada asendusega y’ = yz, kus
z = z(x) on uus otsitav funktsioon. Siit

y// _ ylz+yzl :y22 +yz’ _ y(z2 —|—Z,).

y/// — y/(z2 + Z,) —1—}/(222/ + Z”) — y(23 + 322/ + Z”),
analoogililiselt saab leida Ulejaanud tuletised. Asendustega saame

F(X7 y7 .yz') .y(22 —"_ 2/)7 "'7ywn(z7 Zl? "'7Z(n_1))) = 0.
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Kuna tegu on homogeense voérrandiga, siis Vy > 0 korral vGime seose
kirjutada kujule

YF(x,1,2,22+ 2, .. wn(z,2, ... 2" D)) =0



Kuna tegu on homogeense voérrandiga, siis Vy > 0 korral vGime seose
kirjutada kujule

YF(x,1,2,22+ 2, .. wn(z,2, ... 2" D)) =0
ning Vy < 0 korral
YOF(x,—1,—z,—(22 + 2),...,—wn(z, 2, ..., 20"~ 1)) = 0
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Kuna tegu on homogeense voérrandiga, siis Vy > 0 korral vGime seose
kirjutada kujule

YF(x,1,2,22+ 2, .. wn(z,2, ... 2" D)) =0
ning Vy < 0 korral
YOF(x,—1,—z,—(22 + 2),...,—wn(z, 2, ..., 20"~ 1)) = 0

Kui o > 0, siis tuleb ka y = 0 arvesse esialgse vorrandi lahendina.
Uldiselt saame kaks lahendit

z = QD+(X7 C17 CZ) ceey Cn—1)7
Z= 90—()(7 C17 027 ey Cn—1)
ning siit saame tagasiasendusega eralduvate muutujatega DV'd
y/ = y80+(xa C‘I, CZa LKD) Cnf1)
ol
y/ = yQD_(X, C17 027 IR CI’I—1)'
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Lahendiks vastavalt siis

y — Cnef 50+(X,C1,Cg,...,cn_1)dX Cn > o

y = Cpel #- (GG o 0.
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Vorrandit
F(x,y.y ... y'™)=0

nimetatakse lineaarseks n—jarku HDVKks, kui ta on lineaarne otsitava ja
tema tuletiste suhtes ehk ta on kirjutatav kujul

po(X)y'"™ + p1(X)y" D + .+ pa(x)y = f(x) (3)



Kdrgemat jarku lineaarsed DV

Vorrandit
F(x,y.y ... y'™)=0

nimetatakse lineaarseks n—jarku HDVKks, kui ta on lineaarne otsitava ja
tema tuletiste suhtes ehk ta on kirjutatav kujul

po(X)y'"™ + p1(X)y" D + .+ pa(x)y = f(x) (3)

Eeldame, et po(x) # 0, siis

P1(X)y(n_1) -

(n)
YU pox) po(x)

o]



Moodustame Cauchy Ulesande, selleks lisame lineaarsele vérrandile n
algtingimust:
y(x0) = yo
Y (%) =¥,

n—1

yD(x) =y§ ",

kus xg, Yo, y(], ...,y(’;_1 on konstandid.



Teoreem

Kui vérrandi (3) kordajad po(x), p1(X), ..., pn(X) ja vabaliige f(x) on
pidevad vahemikus (a,b) ja xo € (a,b), Yo, Y- Y5~ € (—00, ), siis
vorrandil (3) leidub parajasti (ks lahend y = y(x), mis rahuldab
tingimusi (4).




Toestus

Kasutame téestuseks Cauchy teoreemi, selleks viime vérrandi (3)
kujule
Yy =g(x.y,y, ..y D) ()




Toestus

Kasutame téestuseks Cauchy teoreemi, selleks viime vérrandi (3)
kujule

Yy =gx,y,y, ..y (3)
ehk

ﬂm:mg)ﬂn—muwwﬂ—m—mww




Toestus

Kasutame téestuseks Cauchy teoreemi, selleks viime vérrandi (3)
kujule
Yy =g,y y, .y (@)
ehk ’
y = po) L) p1()Y" Y — . — pp(x)y
Meil vaja néidata, et

1) 9(x,y,y',....y'"=1) on pidev muutujate piirkonnas D.
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Toestus

Kasutame téestuseks Cauchy teoreemi, selleks viime vérrandi (3)
kujule

Yy =gx,y,y, ..y (3)
ehk

ﬂm:mh)ﬂn—muww”—m—mww

Meil vaja néidata, et
1) 9(x,y,y',....y'"=1) on pidev muutujate piirkonnas D.

, .. , , 9 9 b
2) leiduvad piirkonnas D pidevad osatuletised 8—}9,, 8y(n€ e ay(n% =




Toestus

Kasutame téestuseks Cauchy teoreemi, selleks viime vérrandi (3)
kujule

Yy =gx,y,y, ..y (3)
ehk

Y\ = o 0 (00 =Py ™ — = palx)y

Meil vaja néidata, et

1) 9(x,y,y',....y'"=1) on pidev muutujate piirkonnas D.

2) leiduvad piirkonnas D pidevad osatuletised 92, 8y‘?,;‘{ S ay‘?n% .
3) punkt (XOJ’O;}’(;; ) }’67_1) eD.

Sellistel tingimustel Cauchy llesanne omab (hest lahendit.




Olgu meil piirkond
D= {(x,y,y’, oy N ra<x<b —o< y,y, .,y < oo}.

Kontrollime tingimusi:
1) kui po(x) # 0, siis on (3’) pidev piirkonnas D,



Olgu meil piirkond

D= {(x,y,y’, oy N ra<x<b —o< y,y, .,y < oo}.

Kontrollime tingimusi:
1) kui po(x) # 0, siis on (3’) pidev piirkonnas D,

dg _ _ pn(x)
2) 3y =~ po(0)
679 _ _pn—1(X)
oy ™ po(x)
99 _ _pi(x)
Ay(n=1) 7 po(x)




Olgu meil piirkond

D= {(x,y,y’, oy N ra<x<b —o< y,y, .,y < oo}.

Kontrollime tingimusi:
1) kui po(x) # 0, siis on (3’) pidev piirkonnas D,

dg _ _ pn(x)
2) 3y =~ po(0)
679 _ _pn—1(X)
oy ™ po(x)
99 _ _pi(x)
oy(n—-1 Po(x)

3) on automaatselt tédidetud teoreemi pdhjal.



I
Lahenditevahelised seosed

Seame igale vahemikus (a, b) n korda pidevalt diferentseeruvale

funktsioonile y = y(x) vastavusse funktsiooni Ly jargmise eeskirja
kohaselt:

Ly = po(x)y™ + p1(x)y" D + .. + pa(x)y.
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Lahenditevahelised seosed

Seame igale vahemikus (a, b) n korda pidevalt diferentseeruvale
funktsioonile y = y(x) vastavusse funktsiooni Ly jargmise eeskirja
kohaselt:

Ly = po(x)y™ + p1(x)y" D + .. + pa(x)y.

Nii defineeritud operaatorit L nimetatakse lineaarseks
diferentsiaaloperaatoriks. Selline operaator rahuldab aditiivsuse ja
homogeensuse tingimusi, st

L(ys +y2) = Ly1 + Ly2
L(Cy) = CLy



Seega saame lineaarse diferentsiaalvdrrandi

Po()Y™ + py ()Y + .+ ppy = f(x)
I0hidalt kirjutada



Seega saame lineaarse diferentsiaalvdrrandi
Po(X)y + pr (x)y " L+ pay = f(x)

I0hidalt kirjutada

ning vastav homogeenne vérrand on siis kujul
Ly=20 (5n)
Omadus 1: Kui y1, ¥, ...., ¥n on vorrandi (54) lahendid, siis on ka
y="Ciy1+ Coyo+ ...+ Cayp
vorrandi (55) lahend.
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L(C1y1 + Coyo + ... + Chyn) =



Seega saame lineaarse diferentsiaalvdrrandi
Po(X)y + pr (x)y " L+ pay = f(x)

I0hidalt kirjutada

ning vastav homogeenne vérrand on siis kujul
Ly=20 (5n)
Omadus 1: Kui y1, ¥, ...., ¥n on vorrandi (54) lahendid, siis on ka
y="Ciy1+ Coyo+ ...+ Cayp

vorrandi (55) lahend.
Tdestuseks on vaja naidata, et kui Ly; =0, ..., Ly, =0, siis

L(Cyyy + Coyo + ... + Cpyn) = L(Cyy1) + L(Coyo) + ... + L(Cnyn) =



Seega saame lineaarse diferentsiaalvdrrandi
Po(X)y + pr (x)y " L+ pay = f(x)

I0hidalt kirjutada

ning vastav homogeenne vérrand on siis kujul
Ly=20 (5n)
Omadus 1: Kui y1, ¥, ...., ¥n on vorrandi (54) lahendid, siis on ka
y="Ciy1+ Coyo+ ...+ Cayp

vorrandi (55) lahend.
Tdestuseks on vaja naidata, et kui Ly; =0, ..., Ly, =0, siis

L(Cyyy + Coyo + ... + Cpyn) = L(Cyy1) + L(Coyo) + ... + L(Cnyn) =

= C4 Ly1 + CgLyg + ...+ CnLyn =
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Seega saame lineaarse diferentsiaalvdrrandi
Po(X)y + pr (x)y " L+ pay = f(x)

I0hidalt kirjutada

ning vastav homogeenne vérrand on siis kujul
Ly=20 (5n)
Omadus 1: Kui y1, ¥, ...., ¥n on vorrandi (54) lahendid, siis on ka
y="Ciy1+ Coyo+ ...+ Cayp

vorrandi (55) lahend.
Tdestuseks on vaja naidata, et kui Ly; =0, ..., Ly, =0, siis

L(Cyyy + Coyo + ... + Cpyn) = L(Cyy1) + L(Coyo) + ... + L(Cnyn) =

= C1Ly1 —|—CgLy2—|—...+CnLyn: C1 '0—1—...—|—Cn~050.
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Omadus 2: Kui y1, y», ...y, on (54) lahendid, y. on aga (5) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cn¥n + ¥« on (5) lahend.



Omadus 2: Kui y1, y», ...y, on (54) lahendid, y. on aga (5) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cn¥n + ¥« on (5) lahend.
Eelduse kohaselt L(Ciy1 + Coyo + ... + Coyn) =0, Ly, = f,



Omadus 2: Kui y1, y», ...y, on (54) lahendid, y. on aga (5) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cn¥n + ¥« on (5) lahend.

Eelduse kohaselt L(Ciy1 + Coyo + ... + Cpyn) =0, Ly, = f, siis L
aditiivsuse tottu

L(Yhom + ¥«) =



Omadus 2: Kui y1, y», ...y, on (54) lahendid, y. on aga (5) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cn¥n + ¥« on (5) lahend.

Eelduse kohaselt L(Ciy1 + Coyo + ... + Cpyn) =0, Ly, = f, siis L
aditiivsuse tottu

L(Yhom + ¥«) = Lyhom + Ly =



Omadus 2: Kui y1, y», ...y, on (54) lahendid, y. on aga (5) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cn¥n + ¥« on (5) lahend.

Eelduse kohaselt L(Ciy1 + Coyo + ... + Cpyn) =0, Ly, = f, siis L
aditiivsuse tottu

L(Yhom + ¥«) = Lyhom + Lyx =0+ Ly. = f.



Omadus 2: Kui y1, y», ...y, on (54) lahendid, y. on aga (5) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cn¥n + ¥« on (5) lahend.

Eelduse kohaselt L(Ciy1 + Coyo + ... + Cpyn) =0, Ly, = f, siis L
aditiivsuse tottu

L(Yhom + ¥«) = Lyhom + Lyx =0+ Ly. = f.

Omadus 3: Olgu f = f; + f>. Kui y; on vorrandi Ly = f; lahend ja y»
on vorrandi Ly = f, lahend, siis y = y; + y» on vorrandi Ly = f lahend.



Omadus 2: Kui y1, y», ...y, on (54) lahendid, y. on aga (5) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cn¥n + ¥« on (5) lahend.

Eelduse kohaselt L(Ciy1 + Coyo + ... + Cpyn) =0, Ly, = f, siis L
aditiivsuse tottu

L(Yhom + ¥«) = Lyhom + Lyx =0+ Ly. = f.

Omadus 3: Olgu f = f; + f>. Kui y; on vorrandi Ly = f; lahend ja y»
on vorrandi Ly = f, lahend, siis y = y; + y» on vorrandi Ly = f lahend.
Omadus 4: Olgu y = u + iv vorrandi (55) lahendiks, siis on ka u ja v
vorrandi (55) lahenditeks.



Omadus 2: Kui y1, y», ...y, on (54) lahendid, y. on aga (5) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cn¥n + ¥« on (5) lahend.

Eelduse kohaselt L(Ciy1 + Coyo + ... + Cpyn) =0, Ly, = f, siis L
aditiivsuse tottu

L(Yhom + ¥«) = Lyhom + Lyx =0+ Ly. = f.

Omadus 3: Olgu f = f; + f>. Kui y; on vorrandi Ly = f; lahend ja y»
on vorrandi Ly = f, lahend, siis y = y; + y» on vorrandi Ly = f lahend.
Omadus 4: Olgu y = u + iv vorrandi (55) lahendiks, siis on ka u ja v
vorrandi (55) lahenditeks.

Tdepoolest,

L(u+iv) =0,



Omadus 2: Kui y1, y», ...y, on (54) lahendid, y. on aga (5) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cn¥n + ¥« on (5) lahend.

Eelduse kohaselt L(Ciy1 + Coyo + ... + Cpyn) =0, Ly, = f, siis L
aditiivsuse tottu

L(Yhom + ¥«) = Lyhom + Lyx =0+ Ly. = f.

Omadus 3: Olgu f = f; + f>. Kui y; on vorrandi Ly = f; lahend ja y»
on vorrandi Ly = f, lahend, siis y = y; + y» on vorrandi Ly = f lahend.
Omadus 4: Olgu y = u + iv vorrandi (55) lahendiks, siis on ka u ja v
vorrandi (55) lahenditeks.

Tdepoolest,

L(u+iv)=0,siis L(u+ iv) = Lu+ L(iv) =



Omadus 2: Kui y1, y», ...y, on (54) lahendid, y. on aga (5) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cn¥n + ¥« on (5) lahend.

Eelduse kohaselt L(Ciy1 + Coyo + ... + Cpyn) =0, Ly, = f, siis L
aditiivsuse tottu

L(Yhom + ¥«) = Lyhom + Lyx =0+ Ly. = f.

Omadus 3: Olgu f = f; + f>. Kui y; on vorrandi Ly = f; lahend ja y»
on vorrandi Ly = f, lahend, siis y = y; + y» on vorrandi Ly = f lahend.
Omadus 4: Olgu y = u + iv vorrandi (55) lahendiks, siis on ka u ja v
vorrandi (55) lahenditeks.

Tdepoolest,

Llu+iv)=0,siis Llu+iv)=Lu+ L(iv)=Lu+iLlv=0



Omadus 2: Kui y1, y», ...y, on (54) lahendid, y. on aga (5) lahend, siis
y = Ciy1 + Coyo + ... + Cn¥n + ¥« on (5) lahend.

Eelduse kohaselt L(Ciy1 + Coyo + ... + Cpyn) =0, Ly, = f, siis L
aditiivsuse tottu

L(Yhom + ¥«) = Lyhom + Lyx =0+ Ly. = f.

Omadus 3: Olgu f = f; + f>. Kui y; on vorrandi Ly = f; lahend ja y»
on vorrandi Ly = f, lahend, siis y = y; + y» on vorrandi Ly = f lahend.
Omadus 4: Olgu y = u + iv vorrandi (55) lahendiks, siis on ka u ja v
vorrandi (55) lahenditeks.

Tdepoolest,

Llu+iv)=0,siis Llu+iv)=Lu+ L(iv)=Lu+iLlv=0

Lu=0
Lv=0



Funktsioonide lineaarne séltuvus ja sdltumatus



Funktsioonide lineaarne séltuvus ja sdltumatus

Olgu meil antud funktsioonid y1(x), y2(x), ..., ¥a(x), x € (a,b).



|
Funktsioonide lineaarne séltuvus ja sdltumatus

Olgu meil antud funktsioonid y1(x), y2(x), ..., ¥a(x), x € (a, b).
Definitsioon

Funktsioone y1(x), ...yn(X) nimetatakse lineaarselt séltuvaks
vahemikus (a, b), kui leiduvad kordajad a1, az, ..., ap
(a2 + a3 + ... + a2 # 0) nii, et

a1y1(X) + agya(X) + ... +anyn(x) =0 Vx € (a,b). (x)
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Funktsioonide lineaarne séltuvus ja sdltumatus

Olgu meil antud funktsioonid y1(x), y2(x), ..., ¥a(x), x € (a,b).

Definitsioon

Funktsioone y1(x), ...yn(X) nimetatakse lineaarselt séltuvaks
vahemikus (a, b), kui leiduvad kordajad a1, az, ..., ap

(a? + ag + ..+ a?, # 0) nii, et

ary1(X) + azy2(x) + ... + anyn(X) =0 Vx € (a,b). (x)
Kui seos (*) kehtib siis ja ainult siis, kui k6ik kordajad

a1 = ap = ... = ap = 0, nimetatakse funktsioone y1(x), y2(X), ..., ¥n(X)
lineaarselt séltumatuteks.




Naiteks:
1)Vaatame y; =1, yo = sin? x, ys = cos? x vahemikus (a, b)



Naiteks:
1)Vaatame y; =1, yo = sin? x, ys = cos? x vahemikus (a, b)
Valime ay = —1, as = az = 1, siis

a1y + asyYo + azys = 141-sinx+1-cos?x=0

Jérelikult tegu lin. séltuvate funktsioonidega.



Naiteks:
1)Vaatame y; =1, yo = sin? x, ys = cos? x vahemikus (a, b)
Valime ay = —1, as = az = 1, siis

a1y + asyYo + azys = 141-sinx+1-cos?x=0

Jérelikult tegu lin. séltuvate funktsioonidega.
2) OIgU = 17 Yo=X, V3= Xz»--',}’nﬂ = Xna



Naiteks:
1)Vaatame y; =1, yo = sin? x, ys = cos? x vahemikus (a, b)
Valime ay = —1, as = az = 1, siis

a1y + asyYo + azys = 141-sinx+1-cos?x=0

Jérelikult tegu lin. séltuvate funktsioonidega.
2) OIgU i= 1, Yo=X, V3= Xz»--',}’nﬂ = Xna siis

o1 + aoX + 043X2 4+ ...+ Ozn_HXn =0

ainult siis, kui kordajad vérduvad nulliga. Funktsioonid on lineaarselt
s6ltumatud.



Wronski determinant



Wronski determinant

Olgu suurused y1(x), y2(x), ..., ¥n(x) (54) lahendid, st nad on n korda

diferentseeruvad vahemikus
moodustada determinant

(a, b). Sellisel juhul on véimalik

y1(x) ¥2(x) Yn(X)
) yex) yn(¥) | _
Y00 W )

W(x) =

W[y1 (X)a yZ(X)v st yn(X)]

5. loeng 31.10.2017
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Wronski determinant

Olgu suurused y1(x), y2(x), ..., ¥n(x) (54) lahendid, st nad on n korda
diferentseeruvad vahemikus (a, b). Sellisel juhul on véimalik
moodustada determinant

y1(x) Yo(x) o Ya(X)
Z109) Yo(X) o yp(X)

Y B0 0
= W(x) = Wy1(x), ya(x), ..., ¥n(X)]
Nii defineeritud determinanti nim. Wronski determinandiks.



Naide: Vaatame jallegi funktsioone y; =1, y» = sin? x, y3 = COS? X.
Moodustame Wronski determinandi

1 sin®x cos? x
W(x)=|0 sin2x —sin2x |=
0 2cos2x —-2cos2x



Naide: Vaatame jallegi funktsioone y; =1, y» = sin? x, y3 = COS? X.
Moodustame Wronski determinandi
1 sinx cos? x
W(x)=|0 sin2x —sin2x |=
0 2cos2x —-2cos2x

= —2sin2xcos2x + 2sin2xcos2x = 0.



Lineaarse homogeense DV lahendite lineaarne
sOltuvus ja soltumatus



Lineaarse homogeense DV lahendite lineaarne
sOltuvus ja soltumatus

Teoreem

Olgu y1(x), ..., yn(x) vérrandi (54) lahendid. Siis
1 y1(x), ..., yn(x) on lineaarselt séltuvad vahemikus (a, b) parajasti siis,
kuiW(x) =0 Vx € (a, b).

ITyy(x), ..., yn(x) on lineaarselt séltumatud vahemikus (a, b) parajasti
siis, kui W(x) # 0 Vx € (a, b).
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Lineaarse homogeense DV lahendite lineaarne
sOltuvus ja soltumatus

Teoreem

Olgu y1(x), ..., yn(x) vorrandi (55) lahendid. Siis

1 y1(x), ..., yn(x) on lineaarselt séltuvad vahemikus (a, b) parajasti siis,
kuiW(x) =0 Vx € (a, b).

ITyy(x), ..., yn(x) on lineaarselt séltumatud vahemikus (a, b) parajasti
siis, kui W(x) # 0 Vx € (a, b).

Toestus

I kui funktsioonid on lineaarselt séltuvad, siis kehtib seos (*).




Lineaarse homogeense DV lahendite lineaarne
sOltuvus ja soltumatus

Teoreem

Olgu y1(x), ..., yn(x) vorrandi (55) lahendid. Siis

1 y1(x), ..., yn(x) on lineaarselt séltuvad vahemikus (a, b) parajasti siis,
kuiW(x) =0 Vx € (a, b).

ITyy(x), ..., yn(x) on lineaarselt séltumatud vahemikus (a, b) parajasti
siis, kui W(x) # 0 Vx € (a, b).

Toestus

I kui funktsioonid on lineaarselt séltuvad, siis kehtib seos (*).Valime nt
an # 0, siis seosest (*) saame

a(3) = -0 (0 = .~ an-1Yn-1(0)




Saadud seost diferentseerides saame

1
1300 = a0 = = ana % ()



Saadud seost diferentseerides saame

(k)

v (k)

() = 00 — o~ o V(0L

Kirjutame valja Wronski determinandi

W(x) =
yi(x) o Yaa(X) ain[—%%(x) — . —an—1Yn-1(x)]
_ yi(x) o Yo (X) ain[—a1y1’(x)—...—a,,,1y,’7_1(x)] _
Y Y00 a0 — = a7 V()]

E— Y S



5. loeng

31.10.2017
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y1(x) 0
GG
(”1(x) .. 0

Il Nud kehtib eeldus, et y;(x), ..., ¥a(x) on lineaarselt
sOltumatud.
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y1(x) 0
GG
(”1(x) .. 0

Il Nud kehtib eeldus, et y;(x), ..., ¥a(x) on lineaarselt
s6ltumatud.Oletame vastuvaiteliselt, et leidub xp € (a,b) : W(xp) = 0.



y1(x) 0
GG
(”1(x) .. 0

Il Nud kehtib eeldus, et y;(x), ..., ¥a(x) on lineaarselt
s6ltumatud.Oletame vastuvaiteliselt, et leidub xp € (a,b) : W(xp) = 0.
Saame vélja kirjutada algebralise slisteemi «;—de suhtes.

a1y1(Xo) + ... + anyn(Xo) = 0
a1¥1(Xo) + - + anyp(xo) = 0

(n—1)

atyi" (x0) + .. + anys TV (x0) = 0

ning vastav determinant on vastavalt



yi(x%) - Yn(x0)
yilo) o yalx) | _ 0
Y0 o v V(x0)
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Yilxo) -~ ¥n(Xo)

W(x) = yi(xo) - Ya(Xo)

=0
—1 —1
1) TV 00)
Kui homogeensel stusteemil determinant=0, siis leidub mittetriviaalne
lahend (vahemalt Uks arvudest a; on nullist erinev)



Yilxo) -~ ¥n(Xo)

yilo) o yalx) | _ 0

Woo)=1 =7 .
—1 —1
1) TV 00)
Kui homogeensel stusteemil determinant=0, siis leidub mittetriviaalne
lahend (vahemalt Uks arvudest a; on nullist erinev)



Moodustame funktsiooni

Y(x) = ary1(x) + ... + anyn(X).



Moodustame funktsiooni
Y(x) = a1y1(x) + ... + anyn(x).

Omaduse 1 pohjal on y vérrandi (55) lahend.



Moodustame funktsiooni
y(x) = a1y (X) + ... + an¥n(X).
Omaduse 1 pohjal on y vérrandi (55) lahend.
Y(%0) = a1y1(X0) + .. + anyn(Xo) = 0
Y (x0) = a1yi(Xo) + ... + anyp(x0) = 0

v (n—1)

Y0 00) = @i D x0) + -+ anyd’ Px0) = 0



Moodustame funktsiooni
y(x) = a1y (X) + ... + an¥n(X).
Omaduse 1 pohjal on y vérrandi (55) lahend.
Y(%0) = a1y1(X0) + .. + anyn(Xo) = 0
Y (x0) = a1yi(Xo) + ... + anyp(x0) = 0

YD) = @y (x0) + .+ anys" D(x0) = 0

Seega rahuldab y(x) vorrandit Ly = 0 ja tingimusi
Y(x0) =0
Y (x0) =0

7" (x0) =0



ning saame, et y(x) = 0.



ning saame, et y(x) = 0.Seega

a1y1(x) + ...+ anyn(x) =0 Vx € (a,b).



ning saame, et y(x) = 0.Seega
a1y1(x) + ...+ anyn(x) =0 Vx € (a,b).

Teisalt aga
P4 .. 4+ant#0

ja seega peaksid selleks siis yq(x), ..., ¥n(x) olema lin. séltuvad
vahemikus (&, b). Vastuolu Il osa téestuse eeldusega.



ning saame, et y(x) = 0.Seega
a1y1(x) + ...+ anyn(x) =0 Vx € (a,b).

Teisalt aga

P4 .. 4+ant#0
ja seega peaksid selleks siis yq(x), ..., ¥n(x) olema lin. séltuvad
vahemikus (&, b). Vastuolu Il osa téestuse eeldusega.

Markus: Teoreemi esimene osa | kehtib igasuguste (n — 1) korda
diferentseeruvate funktsioonide jaoks.



Jareldus

Lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi (5,) lahendite
Y1, Y2, ..., Yn korral on jdrgmised tingimused samavéérsed:
1) y1, Y2, ..., ¥n 0On lineaarselt séltuvad vahemikus (a, b);

2) W(x) =0 Vx € (a,b);

3) leidub xy € (a, b), mille korral W(xy) = 0.




Jareldus

Lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi (5,) lahendite
Y1, Y2, ..., Yn korral on jdrgmised tingimused samavéérsed:
1) y1, Y2, ..., ¥n 0On lineaarselt séltuvad vahemikus (a, b);

2) W(x) =0 Vx € (a,b);

3) leidub xy € (a, b), mille korral W(xy) = 0.

Jareldus

Lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi (5,) lahendite
Y1, Yo, ..., ¥n korral on jdrgmised tingimused samavéarsed:
1) v1, Y2, ..., ¥n On lineaarselt séltumatud vahemikus (a, b);
2) W(x) #0 Vx € (a,b);

3)leidub xq € (a, b), mille korral W(xo) # 0.




Jareldus

Lineaarse homogeense diferentsiaalvérrandi (5,) lahendite

Y1, Y2, ..., ¥n korral on kas W(x) = 0 Vx € (a, b) korral v6i W(x) # 0
koigi x € (a, b).




