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Kui see vdrrand on eksaktne, siis leidub funktsioon u = u(x, y) nii, et
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Definitsioon
Diferentsiaalvorrandi

M(x, y)dx + N(x, y)dy =0

integreeruvusteguriks nimetatakse funktsiooni ji(x, y), millega
korrutamisel muutub vérrand eksaktseks.




Parast korrutamist saame

M(X7y)M(X7y)dX+:U’(Xay)N(Xay)dy:07 (1)



Parast korrutamist saame
p(x, y)M(x, y)dx + u(x, y)N(x, y)dy = 0, (1)
eksaktsuse tingimus vétab kuju

I(uM) _ 9(uN)

oy ox '’



Parast korrutamist saame
p(x, y)M(x, y)dx + u(x, y)N(x, y)dy = 0, (1)
eksaktsuse tingimus vétab kuju

I(uM) _ 9(uN)

oy ox '’
mis on samavaarne seosega

Oy Om <aN alvr)_

dy ox ax 9y



Parast korrutamist saame
p(x, y)M(x, y)dx + u(x, y)N(x, y)dy = 0, (1)
eksaktsuse tingimus vétab kuju

I(uM) _ 9(uN)

oy ox '’
mis on samavaarne seosega

Oy Om <aN alvr)_

dy ox ax 9y



I Kui p = u(x), siis



I Kui p = u(x), siis



I Kui p = u(x), siis

O ey di
5—#()() ax’
o _
oy



I Kui p = u(x), siis

O ey di
5—#()() ax’
o _
oy

Vorrand (2) saab kuju

~ - _ 77

duy_ (ON _OM
“H\ax "oy )



B —
I Kui p = u(x), siis

Vorrand (2) saab kuju
_up_, (ON _ oM
ax ' HF\ax "oy )

duN:M<c’)N 6M> dx

dx ax ay ) —Nu’

siit



I Kui p = u(x), siis

O ey di
5—#()() ax’
o _
oy

Vorrand (2) saab kuju

gy (20 o)

Cdx ox oy
siit
duy (0N MY | dx
ax ' M\ax oy —Nu
Saame
ON _ oM
a_ B,
0 -N '



Kui murd soltub ainult suurusest x véi on konstant, siis on tegu

lineaarse homogeense DVga ning lahend esitub kujul

Olemegi leidnud integreeruvusteguri, mis soltub ainult muutujast x.
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Il Analoogiliselt saab leida integreeruvusteguri kujul © = p(y).
Kui o = u(y), siis
du _ ox
M
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Kui murd soltub ainult suurusest x véi on konstant, siis on tegu

lineaarse homogeense DVga ning lahend esitub kujul
oM

Olemegi leidnud integreeruvusteguri, mis séltub ainult muutujast x

Il Analoogiliselt saab leida integreeruvusteguri kujul 1 = p(y)
oM

Kui o = u(y), siis
oN
I M
ja
2o,
ny)=el =

Integreeruvustegur leidub sellisel kujul ainult siis, kui murd séltub ainult
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Il Integreeruvustegurit saab otsida kujul ka © = p(w), kus
W=Xty, w=xy, w= fjne. Kui p = p(w), siis
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ja
pw) = ef I,
kus
ON _ oM
o(w) = — 2

Ow ow ’
(5N gm)
Oluline on jélle see, et murd soltuks ainult suurusest w.

Markus: Integreeruvusteguriga korrutades tuleb jalgida, et lahendeid
ei laheks kaotsi ning ei tekiks voorlahendeid.
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Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul vorrandit

F(x,y,y')=0.
Uldjuhul saab vérrandist avaldada:
1) .y/ = f(va)a
2)y =9(x.y),
3) x=h(y,y).

Esimese seose saab Uldjuhul lahendada 6pituid lahendusviise
kasutades. Kui tuletise avaldamine pole véimalik voi lahendiks
saadavad seosed ei rahulda esialgset vorrandit, siis avaldatakse
vorrandist kas otsitav y voi séltumatu muutuja x ja vorrandi
lahendamiseks kasutatakse parametriseerimist.
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Vaatame juhtu, kus vorrandist avaldatakse otsitav funktsioon y.
L&ahtume seosest

y=9(x.y")
ning
X=X
y'=p
y =9(x,p)
Teame, et 4
V=%
Seega 4
o=b
Siit
dy = pdx
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ning alumise seose pdhjal

_ 994, . 99
dy = 8xdx+ apd,o.



ning alumise seose pdhjal

_ ‘19 879
dy = 8de+ 3 ap.
Kahe seose pohjal saame
_ ‘19 ‘19
pdx = 6de+ 3 ap



ning alumise seose pdhjal

_ 99 4. 09
dy = 8xdx+ apdp.
Kahe seose pohjal saame
_ 99 4. 99
pdx = 6de+ 0pdp
ehk 5 3
99 _ 99 4o —
<8x p) ax + 8pdp =0.
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Lahendame selle vérrandi, saame lahendid x = ¢(p, C) voi
p = ¥ (x, C) ning need asendame seosesse y = g(x, p). Vorrandi
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onnestub avaldada séltumatu muutuja x. Sellisel juhul
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y'=p
x = h(y,p),
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Meil z = y’, seega dy = x(u, v)dx. Leiame ka dy ja dx kahest
esimesest seosest
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Meil z = y’, seega dy = x(u, v)dx. Leiame ka dy ja dx kahest
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Meil z = y’, seega dy = x(u, v)dx. Leiame ka dy ja dx kahest
esimesest seosest

e D
ax = 8udu+ 5y —dv,
oY 8¢
dy = 50 —au+ — v
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gy Y v — gy ¥
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Meil z = y’, seega dy = x(u, v)dx. Leiame ka dy ja dx kahest
esimesest seosest

dp dp
ax = 8udu+ 5y —dv,
oY Ly
dy = 50 —au+ — v
Naad . . 5 5
oy g¥ ¢
50 du+a dv = (U’V)<8udu+8 dv>
millest 3 - 3 -
de oY de ¥ —
(Xau 8u) du+ (Xc‘)v 8v) dv =0.

Saime vorrandi kujul

M(u, v)du+ N(u,v)dv =0
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Lahend on kujul u = 7(v, C) vdi v = w(u, C). Loppvastuseks seega

saame
{x = o (r(v,C), V)
y= '(/) (T(Va C)? V)

{x: o (u,w(u, C))
y =1 (u,w(u,C)).



Lahend on kujul u = 7(v, C) vdi v = w(u, C). Loppvastuseks seega

saame
{x = o (r(v,C), V)
y= '(/) (T(Va C)? V)

y =9 (U,w(u, C)).

Sellist Gleminekut esialgselt vorrandilt nimetatakse
parametriseerimiseks kahe parameetri abil.

{x: o (u,w(u, C))
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Naide: y = x(y') + (y')?
Vorrandist on voimalik y’ tuletis avaldada -

y
X +1

y'=+
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Naide: y = x(y') + (y')?
Vorrandist on voimalik y’ tuletis avaldada -

y
! __
y== X+ 1

Lihtsam on aga kasutada parametriseerimist. Valime parameetrid

X=u
y'=v
y=(u+1)v?

Siit
dx = du, dy = vdx, dy = v?du+2v(u+1)dv
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Naide: y = x(y') + (y')?
Vorrandist on voimalik y’ tuletis avaldada -

y
! __
y == X+ 1

Lihtsam on aga kasutada parametriseerimist. Valime parameetrid

X=u
y'=v
y=(u+1)v?

Siit
dx = du, dy = vdx, dy = v?du+2v(u+1)dv

v2du + 2(u + 1)vdv = vdu

(v2 — v)du +2(u + 1)vdv = 0.
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v(v—1)(u+1)<uc_jf1 +2vcf/1> =0

Selle vérrandi lahenditekson v =0, v=1,u=—1jau= %1)2 —1.
Viimane neist sisaldab ka lahendit u = —1 konstandi C = 0 korral.
Seega saame lahtevorrandi lahendid kujul
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Selle vérrandi lahenditeks on v::O,v::1,L1:<—1jaL1:47§%§—-L
Viimane neist sisaldab ka lahendit u = —1 konstandi C = 0 korral.
Seega saame lahtevorrandi lahendid kujul

X=U
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X=u
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Selle vérrandi lahenditeks on v::O,v::1,L1:<—1jaL1:47§%§—-L
Viimane neist sisaldab ka lahendit u = —1 konstandi C = 0 korral.
Seega saame lahtevorrandi lahendid kujul

X=U
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_ _C
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Parameetrite ellimineerimisel saame

y=0, y=x+1, y=(CtvVx+1)?



Parameetrite ellimineerimisel saame
y=0, y=x+1, y=(CtvVx+1)?

Kui C = 0, siis on Uldlahendi seosega antud ka y = x + 1.



Parameetrite ellimineerimisel saame
y=0, y=x+1, y=(CtvVx+1)?

Kui C = 0, siis on Uldlahendi seosega antud ka y = x + 1. Seega on
lahendiks y = 0jay = (C+ vx + 1)2.
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Lagrange’i diferentsiaalvérrand
Lagrange’i DV nimetatakse vorrandit
AlY')y + B(y')x + C(y') =0,

mis on otsitava y ja sdltumatu muutuja x suhtes lineaarne vorrand. Kui
A(y') # 0, saab vorrandi viia kujule
By, . Cy)
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Lagrange’i diferentsiaalvérrand
Lagrange’i DV nimetatakse vorrandit
AlY')y + B(y')x + C(y') =0,

mis on otsitava y ja sdltumatu muutuja x suhtes lineaarne vorrand. Kui
A(y') # 0, saab vorrandi viia kujule

siit
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Ay AlY)
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Lagrange’i diferentsiaalvérrand
Lagrange’i DV nimetatakse vorrandit
AlY')y + B(y')x + C(y') =0,

mis on otsitava y ja sdltumatu muutuja x suhtes lineaarne vorrand. Kui
A(y') # 0, saab vorrandi viia kujule

siit
y = _BWy),  cly)
Ay') ALY
Tahistame —ﬁg:g =p(y) ja —2((}{,/)) =1p(y"), siis



Parametriseerime

y = up(v) +4(v).
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y'=v
y = up(v) +4(v).
Siit dx = du, dy = vdx = vdu, dy = p(v)du + [ug'(v) + ¢'(v)] dv.
vdu = p(v)du + [ue'(v) +¢'(v)] dv,

millest
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Parametriseerime
X=U

y'=v
y = up(v) +4(v).
Siit dx = du, dy = vdx = vdu, dy = p(v)du + [ug'(v) + ¢'(v)] dv.
vdu = p(v)du + [ue'(v) +¢'(v)] dv,

millest
(e(v) = v)du + [ug'(v) + ¢'(v)] dv =0

Saadud vérrand on lineaarne DV u = u(v) suhtes, sest

(p(v) = VU + ' (V)u = —9'(v)



Kui ¢(v) # v, on Lagrange’i vorrandi tldlahend kujul
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y=u(v,C)p(v) +¥(v)
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y=xy' + ().



Kui ¢(v) # v, on Lagrange’i vorrandi tldlahend kujul

{x: u(v,C)
y=u(v,C)p(v) +¥(v)

Kui ¢(v) = v, siis on vorrand kujul

y=xy' + ().

Sellist vorrandit nimetatakse Clairaut’ vorrandiks.



Kui ¢(v) # v, on Lagrange’i vorrandi tldlahend kujul

{x: u(v,C)
y=u(v,C)p(v) +¥(v)

Kui ¢(v) = v, siis on vorrand kujul
y=xy' + ().

Sellist vorrandit nimetatakse Clairaut’ vorrandiks. Ka Clairaut’
vorrandi lahendamiseks kasutatakse parametriseerimist

X=Uu
y'=v
y =uv+y(v)



Siis dx = du,



Siis dx = du, dy = vdx = vdu,



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢/(v)] dv
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vdu + [u+¢'(v)] dv = vdu,



I
Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+¢'(v)] dv = vdu,

millest
[u+y'(v)] =0
Siitu=—-vY'(v)jav==C
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Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+¢'(v)] dv = vdu,

millest
[u+v'(v)] =0
Siitu=—v¢/(v)jav=Cehkx=—¢/(v).



I
Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+¢'(v)] dv = vdu,

millest
[u+v'(v)] =0

Siit u = —v/(v) ja v = C ehk x = —¢/(v). Asendame esialgsesse
vorrandisse, saame

y = =vi'(v) +4(v).



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+¢'(v)] dv = vdu,

millest

[u+v'(v)] =0
Siit u = —v/(v) ja v = C ehk x = —¢/(v). Asendame esialgsesse
vorrandisse, saame

y = =vi'(v) +4(v).
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Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+¢'(v)] dv = vdu,

millest

[u+v'(v)] =0
Siit u = —v/(v) ja v = C ehk x = —¢/(v). Asendame esialgsesse
vorrandisse, saame

y = =vi'(v) +4(v).

Parametriseeringust



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+¢'(v)] dv = vdu,

millest

[u+v'(v)] =0
Siit u = —v/(v) ja v = C ehk x = —¢/(v). Asendame esialgsesse
vorrandisse, saame

y = =vi'(v) +4(v).

Parametriseeringust

y = Cu+(C).
Viimasest seosest y = Cx + ¢(x).



Lahendi siledus

Vaatleme vérrandit y’ = f(x, y).



Lahendi siledus

Vaatleme vorrandit y’ = f(x, y). Definitsiooni kohaselt on vérrandi
lahendid pidevalt diferentseeruvad.



I
Lahendi siledus

Vaatleme vorrandit y’ = f(x, y). Definitsiooni kohaselt on vérrandi
lahendid pidevalt diferentseeruvad.

Teoreem

Olgu funktsioon f(x, y) k korda pidevalt diferentseeruv piirkonnas D.
Siis diferentsiaalvérrandi y’ = f(x, y) iga lahend on k + 1 korda
pidevalt diferentseeruv.




Tbestus
Olgu y = y(x) meie vérrandi lahendiks, siis kehtib samasus:

y'(x) = f(x, y(x)).




Tbestus
Olgu y = y(x) meie vérrandi lahendiks, siis kehtib samasus:

y'(x) = f(x, y(x)).

Et y(x) ja f(x, y) on pidevalt diferentseeruvad, siis on seda ka
f(x, y(x)) ehk y'(x).




Toestus
Olgu y = y(x) meie vérrandi lahendiks, siis kehtib samasus:

y'(x) = f(x, y(x)).

Et y(x) ja f(x, y) on pidevalt diferentseeruvad, siis on seda ka
f(x,y(x)) ehk y'(x). Seega on y(x) kaks korda pidevalt diferentseeruv
ning et ka f(x, y) on kaks korda pidevalt diferentseeruv, siis saab sama
Oelda ka f(x, y(x)) = y'(x) kohta. Sellega on y(x) kolm korda
diferentseeruv. Jatkates samamoodi, jouame teoreemi véiteni.
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Olgu meil antud Cauchy Ulesanne
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Otsime Cauchy Ulesande lahendit astmereana
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k=0

kus kordajad avalduvad kujul
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Cauchy Ulesande lahendamine astmeridade abil
Olgu meil antud Cauchy Ulesanne

y/ = f(X, y)

y(Xo) = Yo.

Otsime Cauchy Ulesande lahendit astmereana
y(X) = Z Ck(X - XO)k7
k=0

kus kordajad avalduvad kujul

(k)
~ y¥(x)
Ck =

Algtingimus on rahuldatud, kui Cy = yy. NUUd saame vorrandist, et
Ci = y'(x0) = f(x0, Yo)-
D 4. loeng 17102017  24/38

, k=0,1,2,..



Diferentseerides saame

y'=f(x,y) + (X, ¥)y,

seega
1 1
Co = 5¥"(%0) = 5f(¥o0. Yo) + fy (%0, Y0)(x0, Y0)!.



Diferentseerides saame
y' = h(x,y) + 1, (x, y)y,

seega
1 1
Co = 5¥"(%0) = 5f(¥o0. Yo) + fy (%0, Y0)(x0, Y0)!.

Vérrandit edasi diferentseerides on vdimalik leida Ulejaénud kordajad
Ck.



Diferentseerides saame

y” = fX(X7y) + fy(Xa}’)yI7

seega
1 1
Co = 5¥"(%0) = 5f(¥o0. Yo) + fy (%0, Y0)(x0, Y0)!.

Vérrandit edasi diferentseerides on vdimalik leida Ulejaénud kordajad
Cx. Et iga jargmise kordaja leidmine on jargmisest keerulisem, siis
piirdutakse tavaliselt lahislahendiga, mille annavad enamasti
reaksarenduse esimesed liikmed.



Naide: Lahendada Cauchy llesanne

y/ — X2 +y2
y(0)=0.
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y(0) =0.
Teame, et
y'=x*+y2
leiame tuletised
y// — 2X + 2yy/

y/// -2 + 2(y/)2 + 2yy1/

jne. Teame, et y(0) = 0, arvutame nliud y’(0) = 0,



Naide: Lahendada Cauchy llesanne

y/ — X2 + y2
y(0) =0.
Teame, et
y'=x*+y2
leiame tuletised
y// — 2X + 2yy/

y/// =24 2(y/)2 + 2yy1/
jne. Teame, et y(0) = 0, arvutame nliud y’(0) = 0, y”(0) = 0,



Naide: Lahendada Cauchy llesanne

y/ — X2 + y2
y(0) =0.
Teame, et
y'=x*+y2
leiame tuletised
y// — 2X + 2yy/

y/// =24 2(y/)2 + 2yy1/
jne. Teame, et y(0) = 0, arvutame nliud y’(0) = 0, y”(0) = 0,
y""(0) = 2. Seega saame Ulesande ldhislahendiks votta

2 3_1 3



Harilike diferentsiaalvorrandite ligikaudne
lahendamine

Vaatame Cauchy Ulesannet

{y’(x) = f(x, ),
y(Xo) = Yo,

kus Xp ja yp on etteantud suurused ning x € R.



Harilike diferentsiaalvorrandite ligikaudne
lahendamine

Vaatame Cauchy Ulesannet
y'(x)=f(x,y),
y(Xo0) = Yo,

kus Xxg ja yp on etteantud suurused ning x € R. Ligikaudsel
lahendamisel fikseeritakse mingid sélmed xp < X1 < Xo < X3 < ...ja
otsitakse Ulesande lahendi y lahisvaartusi nendes sdlmedes, st arve
Y1, Y2, Y3, ... nii, et y; = y(X).



Olgu vork Ohtlane, st x; — xi_1 = h,i=1,2,....



Olgu vork Ohtlane, st x; — xi_1 = h,i=1,2,....
Euleri meetod

Vi1 = Yi+ hf(x;, yi).
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Olgu vork Ohtlane, st x; — xi_1 = h,i=1,2,....
Euleri meetod

Vi1 = Yi+ hf(x;, yi).

Meetodi viga saab hinnata y;, 1 — y(xi11) = O(h?).
Trapetsvalemi meetod
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Olgu vork Ohtlane, st x; — xi_1 = h,i=1,2,....
Euleri meetod

Vi1 = Yi+ hf(x;, yi).

Meetodi viga saab hinnata y;, 1 — y(xi11) = O(h?).
Trapetsvalemi meetod

h h
Yiri =Yi + f(thl) f(x,+1,y,+1)

28/38



Olgu vork Ohtlane, st x; — xi_1 = h,i=1,2,....
Euleri meetod
Yig1 = Yi+ hf(x;, yi).
Meetodi viga saab hinnata y;, 1 — y(xi11) = O(h?).
Trapetsvalemi meetod
h h
Yit1 = Yi+ f(thl) f(X/+17YI+1)

Meetod on teist jarku, kuna tema lokaalne viga on hinnatav suurusega
Ch3.



Olgu vork Ohtlane, st x; — xi_1 = h,i=1,2,....
Euleri meetod
Yig1 = Yi+ hf(x;, yi).
Meetodi viga saab hinnata y;, 1 — y(xi11) = O(h?).
Trapetsvalemi meetod
h h
Yit1 = Yi+ f(thl) f(X/+17YI+1)

Meetod on teist jarku, kuna tema lokaalne viga on hinnatav suurusega
Ch3.



A
Koérgemat jarku harilikud diferentsiaalvorrandid
Uldkuiju
F(X’y7y/7y//) 7y(n)) = 0’

kus x on séltumatu muutuja, y = y(x) on otsitav ja y’, ..., y(™ on
otsitava funktsiooni tuletised.
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Uldkuiju
F(X’ y’y/7y//’ "'7y(n)) = 0’

kus x on séltumatu muutuja, y = y(x) on otsitav ja y’, ..., y(™ on
otsitava funktsiooni tuletised.
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Yy =f(x,y,y . y ") (3)



A
Koérgemat jarku harilikud diferentsiaalvorrandid

Uldkuiju
F(X’ y’ y/7y//? "'7y(n)) = 0’
kus x on séltumatu muutuja, y = y(x) on otsitav ja y’, ..., y(™ on

otsitava funktsiooni tuletised.
Normaalkuiju

Yy =fx,y,y, ...y ") (3)
Algtingimused
y(X0) = Yo
/ 1

y =D (x) = yg !



Kérgemat jarku DV lahend on funktsioon, mille asetamisel vérrandisse
saame samasuse

F(x,y(x),y'(x),y" (%), ... y¥M) =0 wx.



Kérgemat jarku DV lahend on funktsioon, mille asetamisel vérrandisse
saame samasuse

F(x,y(x),y'(x),y" (%), ... y¥M) =0 wx.

Teoreem

Olgu funktsioon f pidev muutujate x, y, y',y", ..., y("=1) piirkonnas D.

Siis iga punkti (Xo, Yo, ---, yg“) € D korral on Cauchy llesandel
{(1),(2)} vdhemalt (ks lahend.




Kérgemat jarku DV lahend on funktsioon, mille asetamisel vérrandisse
saame samasuse

F(x,y(x),y'(x),y" (%), ... y¥M) =0 wx.

Teoreem

Olgu funktsioon f pidev muutujate x, y, y',y", ..., y("=1) piirkonnas D.
Siis iga punkti (Xo, Yo, ---, yg“) € D korral on Cauchy llesandel
{(1),(2)} vdhemalt (iks lahend.

Teoreem

Olgu funktsioon f pidev piirkonnas D ning olgu tal olemas esimest
jarku osatuletised argumentide y, y', ..., y\"=") jdrgi, mis on ka pidevad
piirkonnas D. Siis iga punkti (xo, Yo, ---, y(gH) € D korral on Cauchy
tlesandel {(1),(2)} parajasti (ks lahend.

v




Definitsioon

Vérrandi (1) dldlahendiks nimetatakse vérrandi (1) lahendite peresid

y =y(x, Cy, Co, ..., Cp), mis séltuvad n suvalisest konstandist Cy, ..., Cp
ja mille puhul iga punkti (xo, Yo, ---, y0 —1 —¢ D jaoks leiduvad
konstantide védrtused C?, C3, ..., C3, nii et lahend y = y(x, CY?, ..., C9)
rahuldab algtingimusi (2).




Definitsioon

Vérrandi (1) dldlahendiks nimetatakse vérrandi (1) lahendite peresid

y =y(x, Cy, Co, ..., Cp), mis séltuvad n suvalisest konstandist Cy, ..., Cp
ja mille puhul iga punkti (xo, Yo, ---, y0 —1 —¢ D jaoks leiduvad
konstantide védrtused C?, C3, ..., C3, nii et lahend y = y(x, CY?, ..., C9)
rahuldab algtingimusi (2).

Definitsioon

Vérrandi (1) erilahend on vérrandi (1) lahend, mis on saadud
konstantide fikseerimisega.




Lihtsamate n—jarku dif. vorrandite lahendamine

| Vaatame vorrandit kujul
¥y = f(x).



Lihtsamate n—jarku dif. vorrandite lahendamine

| Vaatame vorrandit kujul
¥y = f(x).

Olgu lisaks antud algtingimused (2), siis Cauchy llesande lahendi
saab esitada kujul

1l

Y =Yo+Yo(x — xo) + %(X —x0)?+ ..+

yénf1)

(n—1)!

(,7_11)! /X “(x — 8)"i(s)ds.

0

(x—x0)" '+




Il Vérrand on kujul
F(x,yM) =0.



Il Vérrand on kujul

F(x,yM) =0.
Vérrandi Uldlahendisaab esitada parameetrilisel kujul
x = ¢(p)
.y = ¢(p7 C‘Ia 027 sty Cn)

lll Olgu vérrand kujul

F(x,y®, y& Ly =o.



Il Vérrand on kujul

F(x,yM) =0.
Vérrandi Uldlahendisaab esitada parameetrilisel kujul
x = ¢(p)
.y = ¢(p7 C‘Ia 027 sty Cn)

lll Olgu vérrand kujul
F(x, y®), y®D Ly = 0.
Kasutame uut otsitavat funktsiooni

z=yW,



IV Vaatleme vérrandit kujul

F(y,y’,...,y(”)) =0



IV Vaatleme vérrandit kujul

F(y,y’,...,y(”)) =0

Lahendamiseks kasutatakse muutujavahetust y’ = z, kusjuures
z=2z(y).
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IV Vaatleme vérrandit kujul

F(y,y’,...,y(”)) =0

Lahendamiseks kasutatakse muutujavahetust y’ = z, kusjuures
z=2z(y). Siis

p_ oy _dz dy dz
dx dy dx dy £=22



|
IV Vaatleme vérrandit kujul
Fy,y' ...yt =0

Lahendamiseks kasutatakse muutujavahetust y’ = z, kusjuures
z=2z(y). Siis

//:di}/,:%.ﬂ %Z Z,

dx dy dx dy z

Sarnaselt saab leida ka jargmised tuletised. Nt

m_ Q" _dy" dy d (dz \dy
dx dy Tax dy \ dy

(55 (3 )




Selliste asendustega on véimalik esialgne vorrand viia kujule

Gy, z 2,...2" M) =0.



Selliste asendustega on véimalik esialgne vorrand viia kujule

Gy, z 2,...2" M) =0.

Lahendiks
zZ = 90(y7 C1 PREEE Cn—1)-



Selliste asendustega on véimalik esialgne vorrand viia kujule

Gy, z 2,...2" M) =0.

Lahendiks
zZ = 90(y7 C1 PREEE Cn—1)-

Arvestades nldd tehtud muutujavahetust, saame

y/ = gp(y, C1 RS Cnf1)~
Siit

dy
— = x+ Cp.
/‘P(ya C17"'7Cn) n



V Otsitava ja selle tuletise suhtes homogeenne DV.
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funktsioon F a—astme homogeenne funktsioon y, y’, ..., y(" suhtes.
See tdhendab

F(x, ty, ty', ..., ty(”)) =t"F(x,y,y', ...,y(”)) vt > 0.
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z = z(x) on uus otsitav funktsioon.
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V Otsitava ja selle tuletise suhtes homogeenne DV.
Olgu vorrandis

F(X7y7.y/7 "'7.y(n)) = 0
funktsioon F a—astme homogeenne funktsioon y, y’, ..., y(" suhtes.
See tdhendab

F(x, ty, ty', ..., ty(”)) =t"F(x,y,y', ...,y(”)) vt > 0.

Sellisel juhul saab vérrandi jarku alandada asendusega y’ = yz, kus
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V Otsitava ja selle tuletise suhtes homogeenne DV.
Olgu vorrandis

F(X7y7.y/7 "'7.y(n)) = O
funktsioon F a—astme homogeenne funktsioon y, y’, ..., y(" suhtes.
See tdhendab

F(x, ty, ty', ..., ty(”)) =t"F(x,y,y', ...,y(”)) vt > 0.

Sellisel juhul saab vérrandi jarku alandada asendusega y’ = yz, kus
z = z(x) on uus otsitav funktsioon. Siit

y// _ ylz+yzl :y22 +yz’ _ y(z2 —|—Z,).

y/// — y/(z2 + Z,) —1—}/(222/ + Z”) — y(23 + 322/ + Z”),
analoogililiselt saab leida Ulejaanud tuletised. Asendustega saame

F(X7 y7 .yz') .y(22 —"_ 2/)7 ] ywn(z7 Zl? M) Z(n_1))) = 0.
D 4. loeng 17102017  36/38



Kuna tegu on homogeense voérrandiga, siis Vy > 0 korral vGime seose
kirjutada kujule

YF(x,1,2,22+ 2, .. wn(z,2, ... 2" D)) =0



Kuna tegu on homogeense voérrandiga, siis Vy > 0 korral vGime seose
kirjutada kujule

YF(x,1,2,22+ 2, .. wn(z,2, ... 2" D)) =0
ning Vy < 0 korral
YOF(x,—1,—z,—(22 + 2),...,—wn(z, 2, ..., 20"~ 1)) = 0



Kuna tegu on homogeense voérrandiga, siis Vy > 0 korral vGime seose
kirjutada kujule

YF(x,1,2,22+ 2, .. wn(z,2, ... 2" D)) =0
ning Vy < 0 korral
YOF(x,—1,—z,—(22 + 2),...,—wn(z, 2, ..., 20"~ 1)) = 0

Kui o > 0, siis tuleb ka y = 0 arvesse esialgse vorrandi lahendina.



Kuna tegu on homogeense voérrandiga, siis Vy > 0 korral vGime seose
kirjutada kujule

YF(x,1,2,22+ 2, .. wn(z,2, ... 2" D)) =0
ning Vy < 0 korral
YOF(x,—1,—z,—(22 + 2),...,—wn(z, 2, ..., 20"~ 1)) = 0

Kui o > 0, siis tuleb ka y = 0 arvesse esialgse vorrandi lahendina.
Uldiselt saame kaks lahendit

zZ= QD+(X7 C17 CZ) ) Cn—1)7
z=p_(x,Cy,...,Cp_1)
ning siit saame tagasiasendusega eralduvate muutujatega DV'd
y/ = y80+(xa C‘I, CZa LKD) Cnf1)
ol
y/ = y(P_(X, C1 RS Cn—1)-
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Lahendiks vastavalt siis

y — Cnef 50+(X,C1,Cg,...,cn_1)dX Cn > o

y = Cpel #- (GG o 0.
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