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Esimest jarku harilik diferentsiaalvérrandi (HDV) aldkuju:

F(x,y,y') =0, (1)

kus x on s6ltumatu muutuja, y = y(x) otsitav funktsioon ja y’ = %
otsitava funktsiooni tuletis.
Esimest jarku HDV normaalkuju:

y'=1f(xy). (2)
Esimest jarku HDV simmeetriline kuju:

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (3)
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Olgu funktsioon F(x,y, z) mdaratud xyz-ruumi piirkonnas G.
Vahemikus (a, b) médératud funktsiooni y = y(x) nimetatakse vérrandi
(1) lahendiks selles vahemikus, kui ta on pidevalt diferentseeruv ning
(x,y(x),y'(x)) € GjaF(x,y(x),y'(x)) =0 Vx € (a, b) korral.

Definitsioon

Olgu funktsioon f(x, y) madratud xy-ruumi piirkonnas D. Vahemikus
(a, b) méératud funktsiooni y = y(x) nimetatakse vorrandi (2)
lahendiks selles vahemikus, kui ta on pidevalt diferentseeruv ning
(x,y(x)) € Djay'(x) = f(x,y(x)) Vx € (a, b) korral.
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Teoreem

Olgu f(x, y) pidev piirkonnas D ning olgu tal selles piirkonnas olemas

pidev osatuletis af(’;,y ). Siis I4bi iga punkti (xo, yo) € D kulgeb parajasti
Uks diferentsiaalvérrandi (2) integraalkéver.

See teoreem on Cauchy teoreem ehk lahendi Gihesuse teoreem.

Definitsioon

Vérrandi (2) tldlahendiks piirkonnas D nimetatakse suvalisest
konstandist C séltuvat lahendit y = y(x, C), mille korral iga punkti
(X0, Yo) € D korral leidub konstandi C selline véértus Cy, et lahend
y = y(x, Cp) rahuldab algtingimust y(xo) = Yo.




Definitsioon

Vérrandi (2) erilahendiks nimetatakse lahendit, mis saadakse
Uldlahendist konstandi C fikseerimisega.
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Kasvamine ja kahanemine

ax
at

kus otsitav on x = x(t), tema tuletis x’ = dt, t on séltumatu muutuja ja
k on vordetegur.
Radloktiivne lagunemine
Olgu x(t) radioktiivse aine mass ajamomendil t. Suurus x’(t)
véljendab radioktiivse lagunemise kiirust. Vastavalt radioktiivse
lagunemise seadusele on lagunemise kiirus x’(t) vordeline veel
lagunemata aine hulgaga x(t) :

dx

— = —ax.
at

= Kkx,

Uldlahend: x = Ce~2.
s 1. loeng 6.09.2016  7/22



Cauchy Ulesande (algtingimus x(0) = xp) lahend: x = xge~ 2.



Cauchy Ulesande (algtingimus x(0) = xp) lahend: x = xge~ 2.

Populatsiooni arvukus

Malthusi mudel

Olgu y(t) mingi bioloogilise liigi isendite arv ajahetkel t (y(f) > 0.) Liigi
arvukuse muutumise Kkiirus y’(t) on proportsionaalne isendite arvuga:

P _

dt_ky'

DV lahend y = yoeX, kus y, on isendite arv alghetkel.
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Naide: Olgu p(t) inimeste arv maailmas hetkel t. On teada, et
inimkond suurenes 1960-1970 keskeltlabi 2%. 1. jaanuaril 1965
hinnati elanikkonnaks 3,34 miljardit inimest.

ty = 1965, po=3,34-10° k=0,02.

p(t) = 3,34-10%e%%27
Arvutame mudelist aja, millega inimkond suureneks kaks korda.
e?%2T =2 T =50In2~ 34,6.

Madotmistulemuste pdhjal oli selleks ajaks 35 aastat.
Aastal 2515 200 000 miljardit inimest, aastaks 2660 ca 3 600 000
miljardit.



Verhulsti mudel

ay 2
E—w—w,

kus a, b on konstandid, y = y(t) otsitav ja t on séltumatu muutuja.
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Soojenemine ja jahenemine
Olgu ajahetkel t keha temperatuur T(t), seda keha Gmbritseva 6hu

temperatuur Ty, siis keha temperatuuri muutus on kirjeldatav
daT
— = —Kk(T - T

kus k > 0 on vordetegur.
Lahend: T = Ty + Ce X,
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Naide: Kraadiklaas, mis néitas toas 18 C, asetati ue. Kimne minuti
parast naitas kraad 23 C, jargmise kiimne minuti parast 26 C. Milline

oli valistemperatuur?
Algtingimus T(0) = 18,seega 18 =Ty + CjaC =18 —T,.

T=Ty+ (18 — To)e_kt
Teame, et T(10) = 23 ja T(20) = 26.

28=To+ (18— To)efmk
26 =Ty + (18 — To)e*QOk

18-Ty (18- Ty\?
26-Ty, \23—To

(23— To)? = (18 — To)(26 — Tp)
529 — 46Ty + Tg = 468 — 44Ty + T¢
2Ty = 61
To = 30,5



Maarame konstandi k :
k—lln 18— Ty —lln 18 -30,5)\
10 23—-T,/) 10 23-30,5/)
1 12,5
_10In<7’5>_0.051

T(t)=30,5+ (18 — 30,5)e 051" —
=30,5— 12,5 %%
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Teoreem J
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Toestus

I Naitame, et (1)<=(2).
Il Naitame, et Cauchy Ulesanne

{M(x)dx + N(y)dy =0
y(Xo) = Yo

on uheselt lahenduv ning lahend esitub kujul

x y
/ M(s)ds + N(s)ds = 0.
Xo Yo



Kasutame teoreemi ilmutamata funktsioonist.



Kasutame teoreemi ilmutamata funktsioonist.

Olgu ®(x, y) korral tdidetud:

a) o(x,y), ®x(x,y) ja ®y(x,y) médratud ja pidevad punkti (Xo, ¥o)
mingis Umbruses;



Kasutame teoreemi ilmutamata funktsioonist.

Olgu ®(x, y) korral tdidetud:

a) o(x,y), ®x(x,y) ja ®y(x,y) médratud ja pidevad punkti (Xo, ¥o)
mingis Umbruses;

b) ®(xo, yo) = 0;



Kasutame teoreemi ilmutamata funktsioonist.

Olgu ®(x, y) korral tdidetud:

a) o(x,y), ®x(x,y) ja ®y(x,y) médratud ja pidevad punkti (Xo, ¥o)
mingis Umbruses;

b) ®(xo, yo) = 0;

c) (X0, o) # 0. (VOIi ®x(X0, o) # 0)



Kasutame teoreemi ilmutamata funktsioonist.

Olgu ®(x, y) korral tdidetud:

a) o(x,y), ®x(x,y) ja ®y(x,y) médratud ja pidevad punkti (Xo, ¥o)
mingis Umbruses;

b) ®(x0, ¥0) = 0;

c) ®y(xo,¥0) # 0. (vOi ®x(X0, ¥0) # 0)

Siis ®(x, y) = 0 esitab parajasti (ihe funktsiooni y = p(x) (vOi

x = &(y)), millel on jdrgmised omadused:



Kasutame teoreemi ilmutamata funktsioonist.

Olgu ®(x, y) korral tdidetud:

a) o(x,y), ®x(x,y) ja ®y(x,y) médratud ja pidevad punkti (Xo, ¥o)
mingis Umbruses;

b) ®(xo, yo) = 0;

c) ®y(xo0,¥0) # 0. (vGi ®x(xo, Yo) # 0)

Siis ®(x, y) = 0 esitab parajasti (ihe funktsiooni y = p(x) (vOi

x = &(y)), millel on jdrgmised omadused:

1) o(x) (£(y)) on méddratud, pidev ja pidevalt diferentseeruv xy (vo)
mingis dmbruses ;



Kasutame teoreemi ilmutamata funktsioonist.

Olgu ®(x, y) korral tdidetud:

a) o(x,y), ®x(x,y) ja ®y(x,y) médratud ja pidevad punkti (Xo, ¥o)
mingis Umbruses;

b) ®(x0, ¥0) = 0;

c) ®y(xo,¥0) # 0. (vOi ®x(X0, ¥0) # 0)

Siis ®(x, y) = 0 esitab parajasti (ihe funktsiooni y = p(x) (vOi

x = &(y)), millel on jdrgmised omadused:

1) o(x) (£(y)) on méddratud, pidev ja pidevalt diferentseeruv xy (vo)
mingis dmbruses ;

2) o(xo0) = Yo (€(Y0) = Xo);
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Olgu ®(x, y) korral tdidetud:

a) o(x,y), ®x(x,y) ja ®y(x,y) médratud ja pidevad punkti (Xo, ¥o)
mingis Umbruses;

b) ®(x0, ¥0) = 0;

c) ®y(xo,¥0) # 0. (vOi ®x(X0, ¥0) # 0)

Siis ®(x, y) = 0 esitab parajasti (ihe funktsiooni y = p(x) (vOi

x = &(y)), millel on jdrgmised omadused:

1) o(x) (£(y)) on méddratud, pidev ja pidevalt diferentseeruv xy (vo)
mingis dmbruses ;

2) o(xo0) = Yo (£(Y0) = Xo);

3) d(x, p(x)) = 0 xo mingis Gmbruses ((£(y),y) = 0 yo mingis
tumbruses).
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Eralduvate muutujatega DV

M; (x)N1(y)dx + Mz(x)Na(y)dy = 0, (4)

kus My(x), Ni(y), Mao(x) ja No(y) on antud funktsioonid.
Naiteks vérrand y’ = 1 + y? on eralduvate muutujatega DV.

M (x) No(y)

NWIMa(x) | 17 C X+ 3F 7| =0,
Ni(y) =0,
Mz(x) =0,
1(x)




(5) tldlahend:

M (x) No(y)
/Mz(x)dx+/N1(,V)dy_C'
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Lisaks veel lahendid y = y; ja x = Xq.



(5) tldlahend:

M (x) No(y)
M2(X)dx+/ ()Y = ¢

Lisaks veel lahendid y = y; ja x = Xq.



Homogeenne DV

Vaatame funktsiooni f(x, y), mis on méaratud D C R. Olgu D selline,
etV(x,y) € Dkorral (tx,ty) € DVt > 0.



Homogeenne DV

Vaatame funktsiooni f(x, y), mis on méaratud D C R. Olgu D selline,
etV(x,y) € Dkorral (tx,ty) € DVt > 0.

Definitsioon J

Funktsiooni F(x, y) nimetatakse a—astme homogeenseks
funktsiooniks, kui kehtib seos

F(tx, ty) = t*F(x, y)

vt > 0,V(x,y) € D.



Naiteks on funktsioonid

y—X
X

f(va):

g(x,y) = x* = xy — 2y*
homogeensed funktsioonid, ent

X3 + x2y

ei ole homogeenne.



Naiteks on funktsioonid

y—X
X

f(va):

g(x,y) = x* = xy — 2y*
homogeensed funktsioonid, ent

X3 + x2y

ei ole homogeenne.



Definitsioon J

Diferentsiaalvérrandit y’ = f(x, y) nimetatakse homogeenseks, kui
f(x,y) on 0—astme homogeenne funktsioon:

f(tx, ty) = f(x,y), t>0.



Definitsioon J

Diferentsiaalvérrandit y’ = f(x, y) nimetatakse homogeenseks, kui
f(x,y) on 0—astme homogeenne funktsioon:

f(tx, ty) = f(x,y), t>0.

Lause J

Homogeenne DV y’ = f(x, y) taandub muutujate (x, u) suhtes
eralduvate muutujatega diferentsiaalvérrandiks asendusega u = §



