
Funktsioonide lähendamine vähimruutude meetodil

Diskreetne juht
Olgu antud [a,b] nii, et a = x0 < x1 . . . < xn = b ja sõlmedes on teada
f (xj), kus j = 0,1, . . . ,n. Kui interpolatsiooniülesanne on üle määratud,
siis ei saa lahendada interpolatsiooniülesannet selle klassikalises
mõistes. Lahenduseks oleks leida selline funktsioon Φ(x), mis
sõlmedes langeb kõige paremini kokku funktsiooni f (x) väärtustega.
Kahe funktsiooni erinevuste mõõtmiseks kasutame funktsiooni

J(Φ) =
n∑

i=0

κi (Φ(xi)− f (xi))2 ,

kus κi > 0 on kaalud, mis võimaldavad varieerida funktsioonide f (x) ja
Φ(x) kokkulangevust. Suurust J(Φ) nimetatakse vähimruutude
funktsionaaliks. Nii püstitatud ülesannet nimetatakse vähimruutude
ülesandeks.
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Sellise minimeerimisülesande lahendiks sobib funktsioon

Φ(x) =
m∑

j=1

cjφj(x),

kus c1, c2, . . . , cm on konstandid, φ1(x), φ2(x), . . . , φm(x) on etteantud
klassi funktsioonid.
Funktsiooni J(c1, c2, . . . , cm) miinimumi tarvilik tingimus on

∂

∂ck
J(c1, c2, . . . , cm) = 0, k = 1, . . . ,m.

Kordajad c1, c2, . . . , cm saab määrata m ×m lineaarsest
võrrandisüsteemist

m∑
j=1

[
n∑

i=0

κiφj(xi)φk (xi)

]
cj =

n∑
i=0

κi f (xi)φk (xi), k = 1, . . . ,m.
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Pidev juht
Olgu funktsioon f (x) määratud kogu lõigul [a,b]. Ülesandeks on leida
selline Φ(x), mis langeks kõige paremini kokku funktsiooniga f (x)
tervel lõigul [a,b]. Funktsioonide Φ(x) ja f (x) erinevuse mõõduks
tervel lõigul [a,b] võib võtta funktsionaali

J(Φ) =

∫ b

a
κ(x)(Φ(x)− f (x))2dx ,

kus κ(x) on kaalufunktsioon.

Ka pideval juhul võib otsida Φ(x) kujul Φ(x) =
m∑

j=1

cjφj(x), kus φ(x) on

etteantud funktsioonid ning cj tundmatud kordajad (j = 1,2, . . . ,m).
Siis

J(Φ) =

∫ b

a
κ(x)(

m∑
j=1

(
cjφj(x)− f (x)

)2 dx .
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Miinimumi jaoks
∂J
∂ck

= 0, iga k = 1,2, . . . ,m.

∂J
∂ck

=
∂

∂ck

∫ b

a
κ(x)

 m∑
j=1

cjφj(x)− f (x)

2

dx =

= 2
∫ b

a
κ(x)

 m∑
j=1

cjφj(x)− f (x)

 ∂

∂ck

 m∑
j=1

cjφj(x)− f (x)

dx =

= 2
∫ b

a
κ(x)

 m∑
j=1

cjφj(x)− f (x)

φk (x)dx =

= 2
m∑

j=1

(∫ b

a
κ(x)φj(x)φk (x)dx)

)
cj − 2

∫ b

a
κ(x)f (x)φk (x)dx .
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Kordajate c1, c2, . . . , cm määramiseks tekib lineaarne võrrandisüsteem

m∑
j=1

(∫ b

a
κ(x)φj(x)φk (x)dx)

)
cj =

∫ b

a
κ(x)f (x)φk (x)dx ,

k = 1,2, . . . ,m.
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Tuletiste ligikaudne arvutamine

Ligikaudseid valemeid tuletiste arvutamiseks nimetatakse
diferentsvalemiteks.
Diferentsvalem sammuga ette:

f ′(a) ≈ f (a + h)− f (a)

h
,

kus h > 0. Kui f ′′(x) on tõkestatud, siis viga on suurusjärku h.
Diferentsvalem sammuga taha:

f ′(a) ≈ f (a)− f (a− h)

h
,

kus h > 0. Kui f ′′(x) on tõkestatud, siis viga on suurusjärku h.
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Keskmistatud diferentsvalem:

f ′(a) ≈ f (a + h)− f (a− h)

2h
,

kus h > 0. Kui f ′′(x) on tõkestatud, siis viga on suurusjärku h2.
Diferentsvalem teist järku tuletise arvutamiseks:

f ′′(a) ≈ f (a + h)− 2f (a) + f (a− h)

h2

Valem on teist järku täpsusega.
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Määratud integraalide ligikaudne arvutamine

Integraali
∫ b

a
f (x)dx ligikaudse arvutamise valemeid nimetatakse

kvadratuurvalemiteks.
Integraali leidmise saab asendada integraalsumma leidmisega.Lõigu
[a,b] tükelduse a = x0 < x1 < . . . < xn = b korral on integraalsumma
defineeritud

Sn =
n∑

i=1

f (pi)∆xi ,

kus pi ∈ [xi−1, xi ] ja ∆xi = xi − xi−1.
Ühtlase võrgu korral

Sn = h
n∑

i=1

f (pi).
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Siit

Sn = h
n∑

i=1

f (xi).

Tegu on ristkülikvalemiga, valem on esimest järku täpsusega.
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