
Võrrandite ligikaudne lahendamine

Vaatame võrrandi
f (x) = 0

lahendamist, kus f (x) on ühemuutuja funktsioon.
Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks tuleb võrrand f (x) = 0
teisendada kujule

x = g(x),

kus g(x) on mingi ühe muutuja funktsioon.
Hariliku iteratsioonimeetodi korral arvutatakse lähendid järgmise
eestkirja põhjal

xn = g(xn−1),

st x1 = g(x0), x2 = g(x1), jne.
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Newtoni meetod

Vaatame võrrandit f (x) = 0. Hariliku iteratsioonimeetodi korral
x = g(x), kus g(x) = x + Cf (x). Koonduva HIMi jaoks on tarvilik, et
|g′(x)| ≤ q < 1. Seega peaksime koondumise kiirendamiseks valima
konstandi C nii, et |g′(x)| = |1 + Cf ′(x)| oleks x∗ lähedal võimalikult
väike.
Võime valida igal iteratsioonisammul erineva C väärtuse. Kui xn−1 on
leitud, siis valime C nii, et g′(xn−1) = 0 ehk

g′(xn−1) = 1 + Cf ′(xn−1) = 0.

Lahendame saadud võrrandi C suhtes, saame

C = − 1
f ′(xn−1)

.

Seega

g(xn−1) = xn−1 + Cf (xn−1) = xn−1 −
f (xn−1)

f ′(xn−1)
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ja hariliku iteratsioonimeetodi eeskiri xn = g(xn−1) saab kuju

xn = xn−1 −
f (xn−1)

f ′(xn−1)
.

Sellist iteratsioonimeetodit nimetatakse Newtoni meetodiks.
Newtoni meetod on ühesammuline meetod.
Newtoni meetodi koondumiseks on oluline

|f ′(x)| > 0

ja
|f ′′(x)| ≤ K

ja alglähend x0 peab olema otsitavale lahendile x∗ piisavalt lähedal.
Siis kehtib

|xn − x∗| ≤ γ|xn−1 − x∗|2,

kus γ sõltub konstandist K .
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Näide Lahendame eelmise loengu näite võrrandi x3 + 2x − 1 = 0
Newtoni meetodiga.
Meil f (x) = x3 + 2x − 1 ja f ′(x) = 3x2 + 2.
Newtoni meetod n−nda lähendi leidmiseks on seega

xn = xn−1 −
x3

n−1 + 2xn−1 − 1

3x2
n−1 + 2

=
2x3

n−1 + 1

3x2
n−1 + 2

x0 = 0,5
x1 =

2x3
0 +1

3x2
0 +2 ≈ 0,4545

x2 =
2x3

1 +1
3x2

1 +2 ≈ 0,4534

x3 =
2x3

2 +1
3x2

2 +2 ≈ 0,4534
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Modifitseeritud Newtoni meetod

Newtoni meetodi korral

xn = xn−1 −
f (xn−1)

f ′(xn−1)
.

Alati ei ole võimalik leida tuletise väärtust või on see protsess liiga
töömahukas. Selle vältimiseks võib kasutada Newtoni meetodi
modifikatsioone. Lihtsaim neist:

xn = xn−1 −
f (xn−1)

f ′(x0)
.

Eeskiri on modifitseeritud Newtoni meetod. Meetod on
ühesammuline iteratsioonimeetod ning koondub geomeetrilise
progressiooni kiirusega.
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Lõikajate meetod

Teine võimalus Newtoni meetodit modifitseerida on tuletise
lähendamine. Matemaatilisest analüüsist on teada, et

f ′(x) = lim
∆x−→0

∆y
∆x

.

Kui ∆x on väike, siis f ′(x) ≈ ∆y
∆x .

Argumendi muudule ∆x = xn−2 − xn−1 vastab funktsiooni muut
∆y = f (xn−2)− f (xn−1) ning

f ′(xn−1) =
f (xn−2)− f (xn−1)

xn−2 − xn−1
.
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Asendades leitud tuletise Newtoni meetodisse ning saame lõikajate
ehk kõõlude meetodi

xn = xn−1 −
xn−1 − xn−2

f (xn−1)− f (xn−2)
f (xn−1).

Meetod on kahesammuline ja teatud eeldustel kehtib hinnang

|xn − x∗| ≤ β|xn−1 − x∗|1,618,

kus β > 0.
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Lineaarsete võrrandisüsteemide täpne lahendamine

Vaatleme lineaarset võrrandisüsteemi
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1mxm = y1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2mxm = y2

. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ ammxm = ym.

Sama süsteemi saab üles kirjutada ka maatrikskujul Ax = y , kus

A =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amm

 , x =


x1
x2
. . .
xm

 ja y =


y1
y2
. . .
ym

 .
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
y1
y2
. . .
ym

 .

3. loeng 13.02.2018 8 / 25



Süsteemi Ax = y lahendamiseks saab kasutada Crameri valemeid,
kuid see on küllalt töömahukas (m + 1 determinanti).
Samuti saab süsteemi lahendada Gaussi meetodiga (lahendamiseks
kulub suurusjärku m3 + m2 tehet).
Lineaarseid süsteeme saab lahendada ka LU-dekompositsiooniga
(LU-lahutus).
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Osutub, et maatriksit A on võimalik lahutada kahe maatriksi korrutiseks
A = LU, kus

L =


l11 0 . . . 0
l21 l22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
lm1 lm2 . . . lmm


ja

U =


u11 u12 . . . u1m
0 u22 . . . u2m
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . umm


Kasutades dekompositsiooni A = LU saab süsteemi Ax = y
lahendamise taandada kahe järjestikuse kolmnurkse süsteemi
lahendamisele.
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Olgu uii = 1, siis li1 = ai1,

u1k =
a1k

l11
,

lik = aik −
k−1∑
j=1

lijujk (i ≥ k),

uik =
1
lii

aik −
i−1∑
j=1

lijujk

 (i < k).

LU-dekompositsioon on kasulik, kui on vaja lahendada süsteeme ühe
ja sama maatriksiga A, kuid erinevate vabaliikmetega y .
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Vektori ja maatriksi norm

n−mõõtmelise vektori ~x saab kirjutada kujul

~x =



x1

x2

.

.

.
xn

 või ~x =



x1
x2
.
.
.

xn


Vektorist kõneldes peetakse tavaliselt silmas veeruvektorit. Kui
kasutada transponeerimist, siis saab veeruvektorist reavektori kujul

~x = (x1, x2, . . . , xn)T või ~x = (x1, x2, . . . , xn)T .

Vektorite ~x = (x1, x2, . . . , xn)T ja ~y = (y1, y2, . . . , yn)T summa ja
korrutis arvuga α esituvad

~x + ~y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)T

α~x = (αx1, αx2, . . . , αxn)T .
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Definitsioon

Vektori ~x = (x1, x2, . . . , xn)T norm on arv, mida tähistatakse sümboliga
‖~x‖, ja mis rahuldab järgmisi tingimusi:
1. ‖~x‖ > 0, kui x 6= 0 ning ‖~x‖ ≡ 0 siis ja ainult siis, kui ~x = 0;
2. ‖α~x‖ = |α|‖~x‖ ∀α;
3. ‖~x + ~y‖ ≤ ‖~x‖+ ‖~y‖.

Kolmas tingimus on tuntud ka kolmnurga aksioomina.
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Enimkasutatud normid vektorruumis Rn on:

1. 1−norm: ‖~x‖1 =
n∑

k=1

|xk |;

2. m−norm: ‖~x‖m = max
1≤k≤n

|xk |;

3. Lp või Lp norm: ‖~x‖p =

(
n∑

k=1

|xk |p
) 1

p

.

Ütleme, et vektorite jada ~xm (m = 1,2, . . .) koondub normi järgi
vektoriks ~x ja tähistame lim

m−→∞
~xm = ~x , kui lim

m−→∞
‖ ~xm − ~x‖ = 0.

Vektorruumi, milles on defineeritud norm, nimetatakse normeeritud
vektorruumiks ehk lihtsalt normeeritud ruumiks.
Ruumi, milles norm on defineeritud skalaarkorrutise ‖x‖ =

√
(x , x)

abil, nimetatakse Hilberti ruumiks ja tähistatakse tavaliselt tähega H.
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Definitsioon
Olgu A suvaline ristkülikmaatriks. Vähimat arvu M, mille korral võrratus

‖Ax‖ ≤ M‖x‖

kehtib iga vektori x puhul, nimetatakse maatriksi A normiks ja
tähistatakse ‖A‖.

Definitsioon
Suvalise maatriksi A norm defineeritakse kui arv ‖A‖, mis rahuldab
järgmisi tingimusi:
1. ‖A‖ > 0, kui A 6= 	 ning ‖ 	 ‖ = 0;
2. ‖λA‖ = |λ|‖A‖;
3. ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖;
4. ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖,
kus λ on arv, B on sobivate mõõtmetega maatriks ja 	 on nullmaatriks.
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Maatriksi normi nimetatakse kooskõlastatuks vektori normiga ‖x‖, kui
iga vektori x korral kehtib ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖.
Kui maatriksi norm ‖A‖ on kooskõlastatud vektori ‖x‖ normiga
selliselt, et mistahes maatriksi A puhul leidub selline vektor x 6= 0 nii, et
kehtib võrdus ‖Ax‖ = ‖A‖‖x‖, siis öeldakse, et see maatriksi norm
‖A‖ on allutatud vektori normile ‖x‖.
Olgu A suvaline (mxn)−ristkülikmaatriks. Norme, mis on määratud
seosega

‖A‖ =
√
λmax ,

kus λmax on maatriksi AT A suurim omaväärtus, nimetatakse maatriksi
A spektraalseks normiks, mis on kooskõlas vektori eukleidilise normiga
ja allutatud temale.
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Lisaks spektraalsele normile kasutatakse veel küll sageli maatriksi
L1−normi ja L∞− normi, sest nad on lihtsalt arvutatavad.

‖A‖1 = max
‖x‖1

‖Ax‖1 = max
j

∑
i

|aij |

‖A‖∞ = max
‖x‖∞

‖Ax‖∞ = max
i

∑
j

|aij |
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Mittelineaarsete võrrandisüsteemide ligikaudne
lahendamine

Vaatleme mittelineaarset võrrandisüsteemi
f1(x1; x2; . . . ; xm) = 0
f2(x1; x2; . . . ; xm) = 0
. . .

fm(x1; x2; . . . ; xm) = 0

kus f1, . . . , fm on funktsioonid.
Olgu otsitavate vektor x = (x1; x2; . . . ; xm).
Võrrandisüsteemi vasakust poolest saab moodustuda vektori
F (x) = (f1(x); f2(x); . . . ; fm(x)). Vektor F (x) sõltub vektorist x , seega
on suurus F vektorfunktsioon ning süsteemi saab kirja panna
vektorvõrrandiga F (x) = 0.
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Jacobi maatriks
Vektorfunktsiooni F (x) igast komponendist fi(x) saab leida m
osatuletist ∂fi (x)

∂x1,
∂fi (x)
∂x2,

. . . ∂fi (x)
∂xm

. Kokku selliseid tuletisi mxm ning neist
saab moodustada maatriksi

F ′(x) =


∂f1(x)
∂x1

∂f1(x)
∂x2

. . . ∂f1(x)
∂xm

∂f2(x)
∂x1

∂f2(x)
∂x2

. . . ∂f2(x)
∂xm

. . . . . . . . . . . .
∂fm(x)
∂x1

∂fm(x)
∂x2

. . . ∂fm(x)
∂xm

 .

Sellist maatriksit nimetatakse vektorfunktsiooni F (x) Jacobi
maatriksiks.
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Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi saamiseks on vaja süsteem F (x) = 0 viia
kujule x = G(x), kus G(x) = (g1(x); g2(x); . . . ; gm(x)),
ehk 

x1 = g1(x1; x2; . . . ; xm)

x2 = g2(x1; x2; . . . ; xm)

. . .

xm = gm(x1; x2; . . . ; xm)

Kui on antud alglähend x0 = (x0
1 , x

0
2 , . . . , x

0
m), siis järgmise lähendi

saab leida eeskirjast x1 = G(x0), järgmisena x2 = G(x1), jne.
Hariliku iteratsioonimeetodi kuju on seega

xn = G(xn−1)
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või võrrandite kaupa
xn

1 = g1(xn−1
1 ; xn−1

2 ; . . . ; xn−1
m )

xn
2 = g2(xn−1

1 ; xn−1
2 ; . . . ; xn−1

m )

. . .

xn
m = gm(xn−1

1 ; xn−1
2 ; . . . ; xn−1

m )

Siit on lihtne tuletada Seideli iteratsioonimeetodi (või ka
Gaussi-Seideli iteratsioonimeetod) eeskiri:

3. loeng 13.02.2018 21 / 25



või võrrandite kaupa
xn

1 = g1(xn−1
1 ; xn−1

2 ; . . . ; xn−1
m )

xn
2 = g2(xn−1

1 ; xn−1
2 ; . . . ; xn−1

m )

. . .

xn
m = gm(xn−1

1 ; xn−1
2 ; . . . ; xn−1

m )

Siit on lihtne tuletada Seideli iteratsioonimeetodi (või ka
Gaussi-Seideli iteratsioonimeetod) eeskiri:

3. loeng 13.02.2018 21 / 25





xn
1 = g1(xn−1

1 ; xn−1
2 ; xn−1

3 ; . . . ; xn−1
m )

xn
2 = g2(xn

1 ; xn−1
2 ; xn−1

3 . . . ; xn−1
m )

xn
3 = g3(xn

1 ; xn
2 ; xn−1

3 . . . ; xn−1
m )

. . .

xn
m = gm(xn

1 ; xn
2 ; . . . ; xn−1

m )

Olgu meil teada süsteemi F (x) = 0 täpne lahend x∗, siis ka
x∗ = G(x∗). Lähendi xn erinevust täpsest lahendist x∗ iseloomustab
nende vaheline kaugus ||xn − x∗||.
Kui

lim
n−→∞

||xn − x∗|| = 0,

siis koondub lähend xn täpseks lahendiks x∗.

3. loeng 13.02.2018 22 / 25





xn
1 = g1(xn−1

1 ; xn−1
2 ; xn−1

3 ; . . . ; xn−1
m )

xn
2 = g2(xn

1 ; xn−1
2 ; xn−1

3 . . . ; xn−1
m )

xn
3 = g3(xn

1 ; xn
2 ; xn−1

3 . . . ; xn−1
m )

. . .

xn
m = gm(xn

1 ; xn
2 ; . . . ; xn−1

m )

Olgu meil teada süsteemi F (x) = 0 täpne lahend x∗, siis ka
x∗ = G(x∗). Lähendi xn erinevust täpsest lahendist x∗ iseloomustab
nende vaheline kaugus ||xn − x∗||.
Kui

lim
n−→∞

||xn − x∗|| = 0,

siis koondub lähend xn täpseks lahendiks x∗.

3. loeng 13.02.2018 22 / 25





xn
1 = g1(xn−1

1 ; xn−1
2 ; xn−1

3 ; . . . ; xn−1
m )

xn
2 = g2(xn

1 ; xn−1
2 ; xn−1

3 . . . ; xn−1
m )

xn
3 = g3(xn

1 ; xn
2 ; xn−1

3 . . . ; xn−1
m )

. . .

xn
m = gm(xn

1 ; xn
2 ; . . . ; xn−1

m )

Olgu meil teada süsteemi F (x) = 0 täpne lahend x∗, siis ka
x∗ = G(x∗). Lähendi xn erinevust täpsest lahendist x∗ iseloomustab
nende vaheline kaugus ||xn − x∗||.
Kui

lim
n−→∞

||xn − x∗|| = 0,

siis koondub lähend xn täpseks lahendiks x∗.

3. loeng 13.02.2018 22 / 25



Oluline tingimus koondumiseks

||G′(x)|| ≤ q < 1.

Teoreem
Leidugu süsteemi F (x) = 0 lahendit x∗ sisaldav kera B, milles on
täidetud võrratus ‖G′(x)‖ ≤ q < 1. Peale selle eeldame, et
vektorfunktsioon G(x) ei vii kerast B välja, st iga x ∈ B korral
G(x) ∈ B. Olgu alglähend x0 valitud hulgast B, siis koondub nii hariliku
kui ka Seideli iteratsioonimeetodiga arvutatud lähendite jada xn

täpseks lahendiks x∗. Seejuures kehtib veahinnang

‖xn − x∗‖ ≤ qn

1− q
‖x1 − x0‖.

3. loeng 13.02.2018 23 / 25



Oluline tingimus koondumiseks

||G′(x)|| ≤ q < 1.

Teoreem
Leidugu süsteemi F (x) = 0 lahendit x∗ sisaldav kera B, milles on
täidetud võrratus ‖G′(x)‖ ≤ q < 1. Peale selle eeldame, et
vektorfunktsioon G(x) ei vii kerast B välja, st iga x ∈ B korral
G(x) ∈ B. Olgu alglähend x0 valitud hulgast B, siis koondub nii hariliku
kui ka Seideli iteratsioonimeetodiga arvutatud lähendite jada xn

täpseks lahendiks x∗. Seejuures kehtib veahinnang

‖xn − x∗‖ ≤ qn

1− q
‖x1 − x0‖.
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Newtoni meetod

Võrrandi f (x) = 0 korral oli Newtoni meetodi eeskiri

xn = xn−1 −
f (xn−1)

f ′(xn−1)
.

Seda meetodit saab üldistada ka mittelineaarsetele
võrrandisüsteemidele kujul F (x) = 0. Siin
F (X ) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) on vektorfunktsioon ning otsitavate
vektor on x = (x1, x2, . . . , xm).
Newtoni meetodi algoritm

xn = xn−1 −
[
F ′(xn−1)

]−1
F (xn−1),

kus xn−1 = (xn−1
1 , xn−1

2 , . . . , xn−1
m ) ja xn = (xn

1 , x
n
2 , . . . , x

n
m) on kaks

järjestikust lähendit.
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Newtoni meetod on ruutkoonduvusega, st

||xn − x∗|| ≤ C||xn−1 − x∗||2.

Modifitseeritud Newtoni meetod

xn = xn−1 − [F ′(x0)]−1F (xn−1)

Meetod koondub geomeetrilise progressiooni kiirusega.
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