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Vérrandite ligikaudne lahendamine

Vaatame vorrandi
f(x)=0

lahendamist, kus f(x) on Gthemuutuja funktsioon.
Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks tuleb vorrand f(x) =0
teisendada kujule
x = g(x),

kus g(x) on mingi ihe muutuja funktsioon.
Hariliku iteratsioonimeetodi korral arvutatakse Iahendid jargmise
eestkirja pdhjal

Xn = g(Xn-1),

st xy = g(xo), Xo = g(x1), jne.
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Modifitseeritud Newtoni meetod

Newtoni meetodi korral

f(Xn-1)
f/(Xn_1)'

Alati ei ole véimalik leida tuletise vaartust voi on see protsess liiga
toomahukas. Selle valtimiseks voib kasutada Newtoni meetodi
modifikatsioone. Lihtsaim neist:
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Modifitseeritud Newtoni meetod

Newtoni meetodi korral

f(Xn—1)
f/(Xn_1)
Alati ei ole véimalik leida tuletise vaartust voi on see protsess liiga

toomahukas. Selle véltimiseks voib kasutada Newtoni meetodi
modifikatsioone. Lihtsaim neist:

Xn = Xpn—1 —

f(Xn—1)
f'(x0)
Eeskiri on modifitseeritud Newtoni meetod. Meetod on

Uhesammuline iteratsioonimeetod ning koondub geomeetrilise
progressiooni kiirusega.

Xn = Xp—1 —
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Teine voimalus Newtoni meetodit modifitseerida on tuletise
|dhendamine. Matemaatilisest anallilisist on teada, et

x) = tim &Y
f(X)_A)I(Igo Ax’

Kui Ax on vaike, siis f/(x) ~ 2%.
Argumendi muudule Ax = x,_o — X,_1 vastab funktsiooni muut
Ay = f(Xp-2) — f(Xn—1) ning
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Loikajate meetod

Teine voimalus Newtoni meetodit modifitseerida on tuletise
|dhendamine. Matemaatilisest anallilisist on teada, et

. Ay
! e —_
i) = A)I(Igo Ax’
Kui Ax on vaike, siis f/(x) ~ 2%.
Argumendi muudule Ax = x,_o — X,_1 vastab funktsiooni muut
Ay = f(Xp-2) — f(Xn—1) ning

f(Xn_g) — f(Xn_1 )

f,(Xn7‘|) — % ,— % ] .
n— n—




Asendades leitud tuletise Newtoni meetodisse ning saame loikajate
ehk koolude meetodi
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Asendades leitud tuletise Newtoni meetodisse ning saame loikajate
ehk koolude meetodi

Xpn—1 — Xp—2
f(Xn—1) — f(Xn—2)

Meetod on kahesammuline ja teatud eeldustel kehtib hinnang

Xn = Xp—1 — f(Xn-1)-

‘Xn—X*| < /B‘Xn—‘l —X*|1’618,

kus 8 > 0.
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Vaatleme lineaarset vorrandististeemi
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Lineaarsete vorrandististeemide tdpne lahendamine

Vaatleme lineaarset vorrandististeemi
a11Xy + ai2Xo + ... + @mXm = Y1
ao1Xy + @xXo + ... + @mXm = Yo
amX1 + 8meXe + ... + @mmXm = Ym.

Sama susteemi saab lles kirjutada ka maatrikskujul Ax = y, kus

a1 a2 ... am X1 Y1
a a ... a X :

A— 21 a2 2m |y — 2 ljay= Y2
am am2 ... amm Xm Ym



Slsteemi Ax = y lahendamiseks saab kasutada Crameri valemeid,
kuid see on kullalt téémahukas (m + 1 determinanti).
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kulub suurusjarku m® + m? tehet).



Slsteemi Ax = y lahendamiseks saab kasutada Crameri valemeid,
kuid see on kullalt téémahukas (m + 1 determinanti).

Samuti saab slsteemi lahendada Gaussi meetodiga (lahendamiseks
kulub suurusjarku m® + m? tehet).

Lineaarseid slisteeme saab lahendada ka LU-dekompositsiooniga
(LU-lahutus).



Osutub, et maatriksit A on voimalik lahutada kahe maatriksi korrutiseks

A= LU, kus
h
[— b1
lm1
ja
U1
u=| ©
0
D
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Osutub, et maatriksit A on voimalik lahutada kahe maatriksi korrutiseks
A= LU, kus

hy 0 ... O
L — /21 I22 0
lm1 Im2 Imm
ja
Uiy Uiz ... Um
U— 0 Uoo ... Uom
0 0 ... Umn

Kasutades dekompositsiooni A = LU saab sUsteemi Ax = y

lahendamise taandada kahe jarjestikuse kolmnurkse stisteemi
lahendamisele.



Olgu uj = 1, siis Iy = ajy,



Olgu uj = 1, siis Iy = ajy,
aik

Uik =
11



Olgu uj = 1, siis Iy = ajy,

aik
Uik = T
11
k—1
lx = aj — E /ijU/k (I > k),
=



Olgu uj = 1, siis Iy = ajy,

aik
Uik =
11
k—1
lx = ai — Z/,'I'U/k (I > k),
j=1
i1
Uik = I Ak — ;lfjujk (i < k)



Olgu uj = 1, siis Iy = ajy,

u,k_— Zl,jujk (i < k).

LU-dekomp03|tS|oon on kasulik, kui on vaja lahendada susteeme Uhe
ja sama maatriksiga A, kuid erinevate vabaliikmetega y.



Vektori ja maatriksi norm

n—modtmelise vektori X saab kirjutada kujul

1
2

X
X

X = : VOi

Xq
X2

X1
I

Xn
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Vektori ja maatriksi norm

n—modtmelise vektori X saab kirjutada kujul

X Xq

x2 Xo
X = vOi X =

x" Xn

Vektorist kdneldes peetakse tavaliselt silmas veeruvektorit. Kui
kasutada transponeerimist, siis saab veeruvektorist reavektori kujul

X=0x"x2...,xMT voi X =(x1,X,...,X%)".



Vektori ja maatriksi norm

n—modtmelise vektori X saab kirjutada kujul

X Xq

x2 Xo
X = vOi X =

x" Xn

Vektorist kdneldes peetakse tavaliselt silmas veeruvektorit. Kui
kasutada transponeerimist, siis saab veeruvektorist reavektori kujul

T

X=(x"x2...,x" voi X =(x1,X,...,X%)".

Vektorite X = (X1, X2,...,Xn)" jay = (V1,¥2,...,¥n)| summa ja
korrutis arvuga « esituvad
X+y=X+yi,%+Yo, ... Xn+ yn)'

aX = (axqy,axy, ... ,aXn)T.



Vektori X = (xq, Xz, . . . ,x,,)T norm on arv, mida téhistatakse siimboliga
| X||, ja mis rahuldab jargmisi tingimusi:
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Vektori X = (X1, X2, ..., Xa)T norm on arv, mida téhistatakse siimboliga
| X||, ja mis rahuldab jargmisi tingimusi:

1. |X|| > 0, kui x # 0 ning ||X|| = 0 siis ja ainult siis, kui X = 0;

2. ||axX]| = |a[[X]| Vor;
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Vektori X = (X1, X2, ..., Xa)T norm on arv, mida téhistatakse siimboliga
| X||, ja mis rahuldab jargmisi tingimusi:

1. |X|| > 0, kui x # 0 ning ||X|| = 0 siis ja ainult siis, kui X = 0;

2. ||axX]| = |a[[X]| Vor;

31X+ Yl < IIXII+ I¥]-

Kolmas tingimus on tuntud ka kolmnurga aksioomina.
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Enimkasutatud normirg vektorruumis R" on:

1. 1—norm: [[X]ly = [xl;

k=1
2. m—norm: ||X||m = max |Xkl;
1<k<n
n ’
3. Lp v8i LP norm: ||X||, = (Zyw) .
k=1

Utleme, et vektorite jada X, (m = 1,2, ...) koondub normi jargi
vektoriks X ja tahistame lim x5, = X, kui _lim || x5 — X|| = 0.
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Enimkasutatud normirg vektorruumis R" on:

1. 1—norm: [[X]ly = [xl;
k=1

2. m—norm: ||X||m = max |Xkl;
1<k<n
.

n P
3. Lp v8i LP norm: ||X||, = <Zyxkv’> .

k=1
Utleme, et vektorite jada X, (m = 1,2, ...) koondub normi jérgi
vektoriks X ja tahistame I|m Xm = X, kUI I|m | Xm — X|| = 0.

Vektorruumi, milles on deﬂneerltud norm, nlmetatakse normeeritud
vektorruumiks ehk lihtsalt normeeritud ruumiks.

Ruumi, milles norm on defineeritud skalaarkorrutise || x|| = 1/(x, X)
abil, nimetatakse Hilberti ruumiks ja tahistatakse tavaliselt tAhega .



Olgu A suvaline ristkilikmaatriks. Vahimat arvu M, mille korral vérratus

[AX[| < Mi|x|

kehtib iga vektori x puhul, nimetatakse maatriksi A normiks ja
tdhistatakse ||A||.
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Suvalise maatriksi A norm defineeritakse kui arv ||A||, mis rahuldab
Jjargmisi tingimusi:

1. ||Al >0, kuiA# e ning || e | =0;
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Olgu A suvaline ristkilikmaatriks. Vahimat arvu M, mille korral vérratus

[AX[| < Mi|x|
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Olgu A suvaline ristkilikmaatriks. Vahimat arvu M, mille korral vérratus

[AX[| < Mi|x|

kehtib iga vektori x puhul, nimetatakse maatriksi A normiks ja
tdhistatakse ||A||. )
[ Defnitsioon ]
Suvalise maatriksi A norm defineeritakse kui arv ||A||, mis rahuldab
Jjargmisi tingimusi:

1. A >0,kuiA# e ning || || =0;

2. | AAI = [AI[IAI S

3. |A+ B < [|Al + B

4. |AB| < [AllllBII,

kus X\ on arv, B on sobivate méétmetega maatriks ja © on nullmaatriks.

v




Maatriksi normi nimetatakse kooskdlastatuks vektori normiga ||x||, kui
iga vektori x korral kehtib || Ax|| < ||A]|||x].



Maatriksi normi nimetatakse kooskdlastatuks vektori normiga ||x||, kui
iga vektori x korral kehtib || Ax|| < ||A]|||x].

Kui maatriksi norm ||A|| on kooskdlastatud vektori ||x|| normiga
selliselt, et mistahes maatriksi A puhul leidub selline vektor x # 0 nii, et
kehtib vordus || Ax|| = ||Al|||x||, siis deldakse, et see maatriksi norm
||A|| on allutatud vektori normile || x||.



Maatriksi normi nimetatakse kooskdlastatuks vektori normiga ||x||, kui
iga vektori x korral kehtib || Ax|| < ||A]|||x].

Kui maatriksi norm || A|| on kooskdlastatud vektori || x|| normiga
selliselt, et mistahes maatriksi A puhul leidub selline vektor x # 0 nii, et
kehtib vordus || Ax|| = ||Al|||x||, siis deldakse, et see maatriksi norm
||A|| on allutatud vektori normile || x||.

Olgu A suvaline (mxn)—ristkilikmaatriks. Norme, mis on méaratud

seosega
||AH =V Amax

kus A\max 0N maatriksi A” A suurim omavaartus, nimetatakse maatriksi
A spektiraalseks normiks, mis on kooskdlas vektori eukleidilise normiga
ja allutatud temale.



Lisaks spektraalsele normile kasutatakse veel kull sageli maatriksi
L1—normi ja L.,— normi, sest nad on lihtsalt arvutatavad.



Lisaks spektraalsele normile kasutatakse veel kull sageli maatriksi
L1—normi ja L.,— normi, sest nad on lihtsalt arvutatavad.

Il

|All4 = max [|[Ax][y = mjaXZ |aj
i
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Lisaks spektraalsele normile kasutatakse veel kull sageli maatriksi
L1—normi ja L.,— normi, sest nad on lihtsalt arvutatavad.
lIxl4

|All4 = max [|[Ax][y = mjaXZ |aj
i

[Alloe = max [ Axjloc = m?XZ |2l
i

X[l



Mittelineaarsete vorrandisisteemide ligikaudne
lahendamine

Vaatleme mittelineaarset vorrandististeemi

f1(X1;X2;...,Xm) =0

fg(X1;X2;...,Xm) =0

fm(X1;X2; ... Xm) =0
kus fq, ..., fn on funktsioonid.



Mittelineaarsete vorrandisisteemide ligikaudne
lahendamine

Vaatleme mittelineaarset vorrandististeemi

f1(X1;X2;...;Xm) =0
fg(X1;X2;...,Xm) =0
fm(X1;X2; ... Xm) =0
kus fq, ..., fn on funktsioonid.
Olgu otsitavate vektor x = (xq; X2; ... ; Xm).
D
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lahendamine

Vaatleme mittelineaarset vorrandististeemi
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Mittelineaarsete vorrandisisteemide ligikaudne
lahendamine

Vaatleme mittelineaarset vorrandististeemi

f1(X1;X2;...;Xm) =0
fg(X1;X2;...,Xm) =0
fm(X1;X2; ... Xm) =0
kus fq, ..., fn on funktsioonid.
Olgu otsitavate vektor x = (xq; X2; ... ; Xm).

Vorrandislisteemi vasakust poolest saab moodustuda vektori

F(x) = (fi(x); &(x); . ..; fm(x)). Vektor F(x) sbltub vektorist x, seega
on suurus F vektorfunktsioon ning sisteemi saab kirja panna
vektorvdrrandiga F(x) = 0.



Jacobi maatriks

Vektorfunktsiooni F(x) igast komponendist f;(x) saab leida m

ot Ofi(x) 9fi(x) ofi(x)
osatuletist ox. Oxer T D -




Jacobi maatriks
Vektorfunktsiooni F(x) igast komponendist f;(x) saab leida m

.y Of(X) Of(x) df(x) . .
osatuletist ox. Oxer T D - Kokku selliseid tuletisi mxm




Jacobi maatriks

Vektorfunktsiooni F(x) igast komponendist f;(x) saab leida m

of(x) of(x)  9f(x)

osatuletist 3= 5~ ... 75~ Kokku selliseid tuletisi mxm ning neist
saab moodustada maatr|k3|
ofi(x)  Bf(x) ofi (x)
OX4 O0Xo OXm
Oh(x)  9h(X) 9h(x)
F/(X) — X4 OXo OXm
Ihn(x)  Ofm(x) Ofm(X)
0X4 TXQ OXm
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Jacobi maatriks
Vektorfunktsiooni F(x) igast komponendist f;(x) saab leida m
osatuletist 65)5)() 85)52’() . 8£(X) Kokku selliseid tuletisi mxm ning neist

saab moodustada maatriksi

oh(x)  Oh(x) oh(x)
0X4 O0Xo e OXm
8f2(X) 8f2(x) 8f2(X)
F/(X) — 0X4 OXo e OXm
Ofn(X)  Ofn(X) Ofn(X)
0X4 OXo e OXm

Sellist maatriksit nimetatakse vektorfunktsiooni F(x) Jacobi
maatriksiks.



Harilik iteratsioonimeetod



Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi saamiseks on vaja stisteem F(x) = 0 viia



I
Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi saamiseks on vaja stisteem F(x) = 0 viia

ehk

X1 =R (X1 i Xor o Xm)

Xo = gg(X1 i Xor o Xm)

Xm = gm(X1; X2; - - - Xm)
D 3. loeng
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I
Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi saamiseks on vaja stusteem F(x) = 0 viia
kujule x = G(x), kus G(x) = (g1(x); 92(X); .. .; gm(x)),

ehk
X1 =R (X1 i Xor o Xm)
Xo = Go(X1; Xo; . . . Xm)
Xm = Gm(X1; X2, .. .3 Xm)
Kui on antud alglahend x° = (x1 ,xz, ..., x%), siis jargmise lahendi

saab leida eeskirjast x' = G(x?), Jargmlsena x? = G(x'), jne.
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Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi saamiseks on vaja stusteem F(x) = 0 viia
kujule x = G(x), kus G(x) = (g1(x); 92(X); .. .; gm(x)),

ehk
X1 =R (X1 i Xor o Xm)
Xo = Go(X1; Xo; . . . Xm)
Xm = Gm(X1; X2, .. .3 Xm)
Kui on antud alglahend x° = (x1 ,xz, ..., x%), siis jargmise lahendi

saab leida eeskirjast x' = G(x?), Jargmlsena x? = G(x'), jne.
Hariliku iteratsioonimeetodi kuju on seega

Xn — G(an1 )



v6i vorrandite kaupa

n__ n—1. ,n—1. L yn—1
Xt =017 X3 Xm )
n_ n—1. ,n—1. . yh—1
X3 =go(X{ X3 X

n _ n—1. n—1. L yn—1
Xm = Gm(X{" i X3~ Xm )



v6i vorrandite kaupa

X = gi(x{ in Looxih
x§ =g XX
= gmO g X )

Siit on lihtne tuletada Seideli iteratsioonimeetodi (v6i ka
Gaussi-Seideli iteratsioonimeetod) eeskiri:
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(N n—1.,n—1. ,n—1. . yn—1
X =gi1(x{ XXy X )
n__ n. yn—1.,n-1 .y n—1

X3 = Go(X{i X" i X3 .. Xm )

n_ n.yn. yn—1 . yh—1
X§ = g3(X{hi xgi X3 i Xm )

(XD = gm(XT X5 . xi )



n_ n—1.,n—1. ,n—1. . yn—1
X =gi1(x{ XXy X )
n__ n. yn—1.,n-1 .y n—1
X3 = Go(X{i X" i X3 .. Xm )

n_ n.yn. yn—1 . yh—1
X§ = g3(X{hi xgi X3 i Xm )

(XD = gm(XT X5 . xi )

Olgu meil teada susteemi F(x) = 0 tédpne lahend x*, siis ka
x* = G(x*).



n_ n—1.  n—1. ,n—1. . yn—1
X =gi1(x{ XXy X )
n__ n. n—1. ,n-1 . vh—1
X3 = Go(X{i X" i X3 .. Xm )
n_ n. yn. ,n—1 . pn—1
X§ = g3(X{hi xgi X3 i Xm )
n _ n. yn. L yn—1
(Xm = 9m(X{5 X35 Xm )

Olgu meil teada susteemi F(x) = 0 tédpne lahend x*, siis ka

x* = G(x*). Lahendi x" erinevust tépsest lahendist x* iseloomustab
nende vaheline kaugus ||x" — x*||.
Kui

lim |[x"—x*|| =0,
n—-o0

siis koondub lahend x" tapseks lahendiks x*.



Oluline tingimus koondumiseks

G <qg<1.



Oluline tingimus koondumiseks

G <g<1.

Leidugu ststeemi F(x) = 0 lahendit x* sisaldav kera B, milles on
tdidetud vorratus |G'(x)|| < q < 1. Peale selle eeldame, et
vektorfunktsioon G(x) ei vii kerast B vdlja, st iga x € B korral

G(x) € B. Olgu algldhend x° valitud hulgast B, siis koondub nii hariliku
kui ka Seideli iteratsioonimeetodiga arvutatud ldhendite jada x"
tdpseks lahendiks x*. Seejuures kehtib veahinnang

n
Ix"— x| < -2

M OH
J— 1 _q .

IIx' —x




Newtoni meetod



Newtoni meetod

Vérrandi f(x) = 0 korral oli Newtoni meetodi eeskiri




Newtoni meetod

Vérrandi f(x) = 0 korral oli Newtoni meetodi eeskiri

f(Xn-1)
f/(Xn_1 ) ’

Seda meetodit saab Uldistada ka mittelineaarsetele
vorrandiststeemidele kujul F(x) = 0. Siin

F(X) = (fi(x), &(x), ..., fm(x)) on vektorfunkisioon ning otsitavate
vektor on x = (X1, X2, ..., Xm).

Xn = Xpn—1 —



Newtoni meetod

Vérrandi f(x) = 0 korral oli Newtoni meetodi eeskiri

f(Xn-1)
f/(Xn_1 ) ’

Seda meetodit saab Uldistada ka mittelineaarsetele
vorrandiststeemidele kujul F(x) = 0. Siin

F(X) = (fi(x), &(x), ..., fm(x)) on vektorfunkisioon ning otsitavate
vektor on x = (X1, X2, ..., Xm).

Newtoni meetodi algoritm

Xn = Xpn—1 —

XN — =1 _ {F/(Xn—1)}_1 F(Xn_1),

kus X" = (x 1 xg T oxm ) jax™ = (xPL x5, ..., x) on kaks

jarjestikust 1ahendit.



Newtoni meetod on ruutkoonduvusega, st

X" = x*|| < ClIx"T — x*|2.



Newtoni meetod on ruutkoonduvusega, st
X" = x*[| < Cl[x™T = x*| 2.
Modifitseeritud Newtoni meetod

x" = Xn—1 _ [F/(XO)]—1F(Xn—1)

Meetod koondub geomeetrilise progressiooni kiirusega.
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