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Tabel
Kui f(x) on pidev, saab algléhendi leidmiseks kasutada ka funktsiooni
vaartustest moodustatud tabelit.



Tabel
Kui f(x) on pidev, saab algléhendi leidmiseks kasutada ka funktsiooni

vaartustest moodustatud tabelit.
Meie naite puhul f(0,4) = —0,136 ja f(0,5) = 0,125.
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Poolitamismeetod

Selle korral arvutatakse funktsiooni f(x) vaartus 16igu [xg, X1]
keskpunktis xo = %(xo + xq). Edasi voetakse vaatluse alla see poolldik,
mille otstes on funktsiooni vaartustel erinev vaartus (seal asub
vahemalt Uks vorrandi f(x) = 0 lahend) ja arvutatakse funktsiooni
vaartus poolldigu keskpunktis. Valitakse uus poolldik ja korratakse
protseduuri, kuni saame lahendile piisavalt tapsed tokked.



I
Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks tuleb vérrand f(x) =0
teisendada kujule

X = g(X)7 (1)
kus g(x) on mingi ihe muutuja funktsioon.
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Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks tuleb vérrand f(x) =0
teisendada kujule

X:g(X)7 (1)

kus g(x) on mingi the muutuja funktsioon.
Uks voimalus selleks on valida C # 0 ning

f(x)=0]-C
saame
Cf(x) =0,
x + Cf(x) = x.

Tahistame g(x) = x + Cf(x) ning saamegi vajaliku kuju
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1) x = 0,5(1 — x3) voi

2) x = 1 —2x.
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Hariliku iteratsioonimeetodi korral arvutatakse Iahendid jargmise
eestkirja pohjal
Xn = g(Xn—1), (2)

st Xy = g(Xo), X2 = g(x1), jne.

Harilik iteratsioonimeetod on thesammuline meetod.

Uurime meetodi viga:

olgu x* vérrandi (1) tdpne lahend, st x* = g(x*). L&hendi x, tdeline
viga on |x, — x*|.
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Kui

lim |x, —x*| =0,
n—-o0

siis koondub ldhend x, tdpseks lahendiks x*, st x, — x*.
Oluline tingimus sellise koondumise jaoks on

g (x)| < qg<1. (3)



Teoreem J

Leidugu vorrandi (1) lahendit x* sisaldav vahemik (a, b), milles on
taidetud vorratus (3). Olgu funktsioon g(x) selline, et Vx € (a, b) korral
a9(x) € (a,b). Olgu xy € (a, b). Siis koondub hariliku
iteratsioonimeetodiga arvutatud lahendite jada x, tdpseks lahendiks
x*. Lisaks kehtib veahinnang

n

| Xp — x* |<

_1_q|X1—X0- (4)
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Xn— X* = g'(cn)(Xp_1 — X¥).
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Valem (5) ei sobi praktilistes arvutustes, sest paremal pool on
tundmatu suurus x*. Tuletame praktilisema hinnangu.

|Xo — X*| = |Xo — X1 + X1 — X*| <|x0 — X1| + |X1 — x*| <

< |Xo — Xx1[ + qlxo — x*].
Koondades selles vorratuses sarnased liikmed, saame
(1-9)x — x*[ < |x0 — x1],
siit
— x* <
R J
Jagasime suurusega1—q(1—qg>0,sestg < 1).

Kasutades saadud hinnangut seoses (5) saimegi hinnangu (4).
/mott

X1 — Xol-



Hinnangu (4) paremat poolt voib ka vaadelda, kui geomeetrilist jada
a, aq, ag®,..., kus a= @ Et g < 1, siis on tegu hadbuva
geomeetrilise jadaga ning voib delda, et harilik iteratsioonimeetod
koondub geomeetrilise progressioni Kiirusega.



Hinnangu (4) paremat poolt voib ka vaadelda, kui geomeetrilist jada
a, aq, ag®,..., kus a= @ Et g < 1, siis on tegu hadbuva
geomeetrilise jadaga ning voib delda, et harilik iteratsioonimeetod
koondub geomeetrilise progressioni Kiirusega.

Saab toéestada, et kui kdikjal lahendit x* sisaldavas vahemikus
|g’(x)| > 1, siis meetod ei koondu.
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|g’(0,1)] = 0,015 < 1, samuti |g’(0,7)| = 0,735 < 1.
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|g’(0,1)] = 0,015 < 1, samuti |g’(0,7)| = 0,735 < 1.
Tingimus (3) on taidetud.
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Néide
Jatkame eelmise néitega, kus oli vaja lahendada vorrand
x3+2x—-1=0.
Tuletasime eelnevalt 2 véimalikku hariliku iteratsioonimeetodiks sobivat
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2) Kui x = v1 —2x, siis g(x) = V1 —2xjag'(x) = YT
19’(0,1)| =1,04 > 1ja|g'(0,7)| = 4,167 > 1.
Tingimus (3) pole taidetud.



Vastavalt tdestatud teoreemile oleme leidnud koonduva hariliku
iteratsioonimeetodi. Seega saame leida vérrandi x3 +2x —1 =10
ligikaudse lahendi eeskirjaga

Xp=0,5(1 - x3_,)

ehk
Xo=0,5
x; = 0,5(1 — x§) = 0,5(1 - 0,5%) = 0,4375
x2 =0,5(1 — x3) ~ 0,4581
x3 =0,5(1 — x3) ~ 0,4519

X0 =~ X1 =~ 0,4534.



Vastavalt tdestatud teoreemile oleme leidnud koonduva hariliku
iteratsioonimeetodi. Seega saame leida vérrandi x3 +2x —1 =10
ligikaudse lahendi eeskirjaga

Xp=0,5(1 - x3_,)

ehk
Xo=0,5
x; = 0,5(1 — x§) = 0,5(1 - 0,5%) = 0,4375
x2 =0,5(1 — x3) ~ 0,4581
x3 =0,5(1 — x3) ~ 0,4519

X0 =~ X1 =~ 0,4534.
Kontrolliks 0,4534% +2.0,4534 — 1 ~ 6,14 -10°6.



Aitkeni vote koondumise kiirendamiseks

Hariliku iteratsioonimeetodi korral kehtis

Xp— X* = g'(cn)(Xp_1 — X¥).
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Esitame sama seose x,1 ja x* jaoks:

Xns1 = X" = §'(Cos1)(Xn — X°).
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Suurus X, < Cpp1 < X*.
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Hariliku iteratsioonimeetodi korral kehtis
Xp— X = g'(cn)(Xn_1 — X¥).
Esitame sama seose x,1 ja x* jaoks:
Xp1 — X" = g'(Cny1)(Xn — X7).

Suurus X, < cp1 < x*. Kui non suur, siis x,_1 ~ X, ~ X*.



Aitkeni vote koondumise kiirendamiseks

Hariliku iteratsioonimeetodi korral kehtis
Xp— X = g'(cn)(Xn_1 — X¥).
Esitame sama seose x,1 ja x* jaoks:
Xp+1 = X" = g'(Cpi1) (Xn — X7).

Suurus X, < cpr1 < X*. Kui non suur, siis x,_1 =~ x, ~ x*.Seega
X* = Ch =~ Cny1.



Aitkeni vote koondumise kiirendamiseks

Hariliku iteratsioonimeetodi korral kehtis
Xp— X* = g'(cn)(Xp_1 — X¥).
Esitame sama seose x,1 ja x* jaoks:
X1 — X" =g (Cp1)(Xp — X7).
Suurus X, < cpr1 < X*. Kui non suur, siis x,_1 =~ x, ~ x*.Seega
X* =2 Cn = Cpyt.

Kui g'(x) on pidev funktsioon, siis kehtib

g'(cn) = g'(Cnt1).



Aitkeni vote koondumise kiirendamiseks

Hariliku iteratsioonimeetodi korral kehtis
Xp— X* = g'(cn)(Xp_1 — X¥).
Esitame sama seose x,1 ja x* jaoks:
Xnp1 = X* = g (Cny1) (Xn — X7).

Suurus X, < cpr1 < X*. Kui non suur, siis x,_1 =~ x, ~ x*.Seega
X* =2 Cn = Cpyt.
Kui g'(x) on pidev funktsioon, siis kehtib

/ /

g(cn) = g'(Cn1)-

Tahistame naiteks a, = g'(¢cn), siis an ~ g'(Cni1).



Neid tahistusi kasutades saame esialgsed seosed kirjutada ststeemi

Xn — X* = an(Xp—1 — x¥)
Xni1 — X* = an(Xn — X*)



Neid tahistusi kasutades saame esialgsed seosed kirjutada slisteemi

Xn — X* = an(Xp—1 — x¥)
Xni1 — X* = an(Xn — X*)

Selles slisteemis on meie jaoks tundmatud a,, ja x*. Slsteemi
lahendamisel saame otsitava ligikaudse vaartuse x*:
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Xni1 — X* = an(Xn — X*)

Selles slisteemis on meie jaoks tundmatud a,, ja x*. Slsteemi
lahendamisel saame otsitava ligikaudse vaartuse x*:

2
w Xn—1Xny1 — Xj

X = .
Xn—1 + Xnt1 — 2Xpn
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Xn — X* = an(Xp—1 — x¥)
Xni1 — X* = an(Xn — X*)

Selles slisteemis on meie jaoks tundmatud a,, ja x*. Slsteemi
lahendamisel saame otsitava ligikaudse vaartuse x*:

2
w Xn—1Xny1 — Xj

X = .
Xn—1 + Xnt1 — 2Xpn

Leitud suurust saab kasutada x,, 1 parandamiseks:



Neid tahistusi kasutades saame esialgsed seosed kirjutada slisteemi

Xn — X* = an(Xp—1 — x¥)
Xni1 — X* = an(Xn — X*)

Selles slisteemis on meie jaoks tundmatud a,, ja x*. Slsteemi
lahendamisel saame otsitava ligikaudse vaartuse x*:

2
w Xn—1Xny1 — Xj

X = .
Xn—1 + Xnt1 — 2Xpn

Leitud suurust saab kasutada x,, 1 parandamiseks:

2
Xn—1Xn41 — Xp
Xn—1 + Xny1 — 2Xp

Xnt1 =




Leitud suuruse abil saab leida x,.» = g(X,1). Nuld omakorda on
voimalik X1, X1 ja Xpo pOhjal leida X, 2. Siit x,.3 = g(Xp12), jne.



Newtoni meetod

Vaatame vorrandit f(x) = 0.



Newtoni meetod

Vaatame vorrandit f(x) = 0. Hariliku iteratsioonimeetodi korral
x = g(x), kus g(x) = x + Cf(x) (C on suvaline konstant).
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Newtoni meetod

Vaatame vorrandit f(x) = 0. Hariliku iteratsioonimeetodi korral
x = g(x), kus g(x) = x + Cf(x) (C on suvaline konstant).
Koonduva hariliku iteratsioonimeetodi jaoks on tarvilik, et

|g'(x)] < g < 1, kusjuures mida vaiksem q, seda kiiremini koondumine
toimub.
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Newtoni meetod

Vaatame vorrandit f(x) = 0. Hariliku iteratsioonimeetodi korral

x = g(x), kus g(x) = x + Cf(x) (C on suvaline konstant).

Koonduva hariliku iteratsioonimeetodi jaoks on tarvilik, et

|g'(x)] < g < 1, kusjuures mida vaiksem q, seda kiiremini koondumine
toimub. Seega peaksime koondumise kiirendamiseks valima konstandi
C nii, et |g'(x)| = |1 + Cf'(x)| oleks x* lahedal véimalikult véike.
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Newtoni meetod

Vaatame vorrandit f(x) = 0. Hariliku iteratsioonimeetodi korral

x = g(x), kus g(x) = x + Cf(x) (C on suvaline konstant).

Koonduva hariliku iteratsioonimeetodi jaoks on tarvilik, et

|g'(x)] < g < 1, kusjuures mida vaiksem q, seda kiiremini koondumine
toimub. Seega peaksime koondumise kiirendamiseks valima konstandi
C nii, et |g'(x)| = |1 + Cf'(x)| oleks x* lahedal véimalikult véike.
Voime valida igal iteratsioonisammul erineva C vaartuse. Kui x,_4 on
leitud, siis valime C nii, et g’(x,_1) = 0 ehk

g (Xn-1) =1+ Cf'(xa—1) = 0.
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Koonduva hariliku iteratsioonimeetodi jaoks on tarvilik, et

|g'(x)] < g < 1, kusjuures mida vaiksem q, seda kiiremini koondumine
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1

C=————.
f’(Xn,1)



Newtoni meetod

Vaatame vorrandit f(x) = 0. Hariliku iteratsioonimeetodi korral
x = g(x), kus g(x) = x + Cf(x) (C on suvaline konstant).
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leitud, siis valime C nii, et g’(x,_1) = 0 ehk
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1

C=———.

f’(Xn71)

Seega

_ _ f(Xn-1)
9(x) = x + Cr(x) = x — o)




Newtoni meetod

Vaatame vorrandit f(x) = 0. Hariliku iteratsioonimeetodi korral
x = g(x), kus g(x) = x + Cf(x) (C on suvaline konstant).
Koonduva hariliku iteratsioonimeetodi jaoks on tarvilik, et
|g'(x)] < g < 1, kusjuures mida vaiksem q, seda kiiremini koondumine
toimub. Seega peaksime koondumise kiirendamiseks valima konstandi
C nii, et |g'(x)| = |1 + Cf'(x)| oleks x* lahedal véimalikult véike.
Voime valida igal iteratsioonisammul erineva C vaartuse. Kui x,_4 on
leitud, siis valime C nii, et g’(x,_1) = 0 ehk
g (Xp—1) =1+ Cf(x,_1) = 0.
Lahendame saadud voérrandi C suhtes, saame
1

C=———.
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ja hariliku iteratsioonimeetodi eeskiri x, = g(x,_1) saab kuju




ja hariliku iteratsioonimeetodi eeskiri x, = g(x,_1) saab kuju

f(Xn—1)
f’(Xn,1).

Sellist iteratsioonimeetodit nimetatakse Newtoni meetodiks.

Xn = Xp—1 —



ja hariliku iteratsioonimeetodi eeskiri x, = g(x,_1) saab kuju

f(Xn—1)
f’(Xn,1).

Sellist iteratsioonimeetodit nimetatakse Newtoni meetodiks.
Newtoni meetod on lhesammuline meetod.

Xn = Xp—1 —



ja hariliku iteratsioonimeetodi eeskiri x, = g(x,_1) saab kuju

f(Xn—1)
f/(Xn71 )
Sellist iteratsioonimeetodit nimetatakse Newtoni meetodiks.

Newtoni meetod on lhesammuline meetod.
Newtoni meetodi koondumiseks on oluline

Xn = Xp—1 —

' (x) >0



N

ja hariliku iteratsioonimeetodi eeskiri x, = g(x,_1) saab kuju
f(Xn—1)
f/(Xn71 ) ’

Sellist iteratsioonimeetodit nimetatakse Newtoni meetodiks.
Newtoni meetod on lhesammuline meetod.
Newtoni meetodi koondumiseks on oluline

Xn = Xp—1 —

' (x) >0

() <K



ja hariliku iteratsioonimeetodi eeskiri x, = g(x,_1) saab kuju

f(Xn—1)
f/(Xn7‘| )
Sellist iteratsioonimeetodit nimetatakse Newtoni meetodiks.

Newtoni meetod on lhesammuline meetod.
Newtoni meetodi koondumiseks on oluline

Xn = Xpn—1 —

If'(x)| >0
ja
"(x)] < K

ja alglahend xo peab olema otsitavale lahendile x* piisavalt 1ahedal.
Siis kehtib
X0 — X*| < Y|Xpo1 — X",

kus ~ séltub konstandist K.



Ndide Lahendame eelmise naite vorrandi x3 + 2x — 1 = 0 Newtoni
meetodiga.
Meil f(x) = x3 +2x — 1ja f/(x) = 3x2 + 2.



Néide Lahendame eelmise néite vérrandi x3 + 2x — 1 = 0 Newtoni
meetodiga.

Meil f(x) = x3 +2x — 1ja f/(x) = 3x2 + 2.

Newtoni meetod n—nda lahendi leidmiseks on seega

S 21 2x3 41

Xn = Xp_q4 —
n An 3x2 ., +2  3x2 ., +2
X =0,5
e 0,4545
X1 = 3x2+2 ~
2341
2x3+1



Modifitseeritud Newtoni meetod

Newtoni meetodi korral

f(Xn—1)

T T P )




Modifitseeritud Newtoni meetod

Newtoni meetodi korral

f(Xn-1)
f/(Xn_1)'

Alati ei ole véimalik leida tuletise vaartust voi on see protsess liiga
toomahukas. Selle valtimiseks voib kasutada Newtoni meetodi
modifikatsioone. Lihtsaim neist:

Xn = Xpn—1 —

f(Xn—1)
'(x)

Xn = Xp—1 —



Modifitseeritud Newtoni meetod

Newtoni meetodi korral

f(Xn—1)
f/(Xn_1)
Alati ei ole véimalik leida tuletise vaartust voi on see protsess liiga

toomahukas. Selle véltimiseks voib kasutada Newtoni meetodi
modifikatsioone. Lihtsaim neist:

Xn = Xpn—1 —

f(Xn—1)
'(x)

Eeskiri on modifitseeritud Newtoni meetod.

Xn = Xp—1 —




Modifitseeritud Newtoni meetod

Newtoni meetodi korral

f(Xn—1)
f/(Xn_1)
Alati ei ole véimalik leida tuletise vaartust voi on see protsess liiga

toomahukas. Selle véltimiseks voib kasutada Newtoni meetodi
modifikatsioone. Lihtsaim neist:

Xn = Xpn—1 —

f(Xn—1)
f'(x0)
Eeskiri on modifitseeritud Newtoni meetod. Meetod on

Uhesammuline iteratsioonimeetod ning koondub geomeetrilise
progressiooni kiirusega.

Xn = Xp—1 —




Loikajate meetod

Teine voimalus Newtoni meetodit modifitseerida on tuletise
|dhendamine. Matemaatilisest anallilisist on teada, et

x) = tim &Y
f(X)_A)I(Igo Ax’
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Loikajate meetod

Teine voimalus Newtoni meetodit modifitseerida on tuletise
|dhendamine. Matemaatilisest anallilisist on teada, et

x) = tim &Y
f(X)_A)I(Igo Ax’

Kui Ax on vaike, siis f/(x) ~ 2%.
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Loikajate meetod

Teine voimalus Newtoni meetodit modifitseerida on tuletise
|dhendamine. Matemaatilisest anallilisist on teada, et

x) = tim &Y
f(X)_A)I(Igo Ax’

Kui Ax on vaike, siis f/(x) ~ 2%.
Argumendi muudule Ax = x,_o — X,_1 vastab funktsiooni muut
Ay = f(Xp-2) — f(Xn—1) ning
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Loikajate meetod

Teine voimalus Newtoni meetodit modifitseerida on tuletise
|dhendamine. Matemaatilisest anallilisist on teada, et

. Ay
! e —_
i) = A)I(Igo Ax’
Kui Ax on vaike, siis f/(x) ~ 2%.
Argumendi muudule Ax = x,_o — X,_1 vastab funktsiooni muut
Ay = f(Xp-2) — f(Xn—1) ning

f(Xn_g) — f(Xn_1 )

f,(Xn7‘|) — % ,— % ] .
n— n—




Asendades leitud tuletise Newtoni meetodisse ning saame loikajate
ehk koolude meetodi

Xpn—1 — Xp—2
f(Xn—1) — f(Xn—2)

Xn = Xp—1 — f(Xn-1)-



Asendades leitud tuletise Newtoni meetodisse ning saame loikajate
ehk koolude meetodi

Xpn—1 — Xp—2
f(Xn—1) — f(Xn—2)

Xn = Xp—1 — f(Xn-1)-

Meetod on kahesammuline



Asendades leitud tuletise Newtoni meetodisse ning saame loikajate
ehk koolude meetodi

Xpn—1 — Xp—2
f(Xn—1) — f(Xn—2)

Meetod on kahesammuline ja teatud eeldustel kehtib hinnang

Xn = Xp—1 — f(Xn-1)-

‘Xn—X*| < /B‘Xn—‘l —X*|1’618,

kus 8 > 0.



