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Maaratud integraalide ligikaudne arvutamine

b
Integraali f(x)dx ligikaudse arvutamise valemeid nimetatakse

a
kvadratuurvalemiteks.
Integraali leidmise saab asendada integraalsumma leidmisega.

n
Sn=h>_f(x).
i=1

Tegu on ristkilikvalemiga (Uhtlane vork), valem on esimest jarku
tdpsusega.
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Trapetsvalem
h
S, = 5 [f(x0) + 2f(xq) + 2f(X2) + ... + 2f(Xp—1) + f(Xn)] .
Veahinnang

b
/ f(x)dx — Sy| < CH?.
a

Simpsoni valem
Olgu 16igu [a, b] osaldikude arv n paarisarv.

Sh = 137, [f(x0) +4f(x1) + 2f(x2) + 4f(X3) + ...+
+2f(Xp_2) + 4f(Xp_1) + f(Xn)] -



Trapetsvalem
h
S, = 5 [f(x0) + 2f(xq) + 2f(X2) + ... + 2f(Xp—1) + f(Xn)] .
Veahinnang

b
/ f(x)dx — Sy| < CH?.
a

Simpsoni valem
Olgu 16igu [a, b] osaldikude arv n paarisarv.

Sh = 137, [f(x0) +4f(x1) + 2f(x2) + 4f(X3) + ...+
+2f(Xp_2) + 4f(Xp_1) + f(Xn)] -

Simpsoni valemi veahinnang

b
/ f(x)dx — Sp| < Ch*.
a

2/14



Kordsete integraalide ligikaudne arvutamine
ligikaudne arvutamine



Kordsete integraalide ligikaudne arvutamine
ligikaudne arvutamine

Valemeid .../f(x1,x2, ..., Xp)dX1dXs2 . . ., dX, arvutamiseks

D
nimetatakse kubatuurvalemiteks.



Kordsete integraalide ligikaudne arvutamine
ligikaudne arvutamine
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Kordsete integraalide ligikaudne arvutamine
ligikaudne arvutamine

Valemeid // .../f(x1,x2, ..., Xp)dX1dXs2 . . ., dX, arvutamiseks
D
nimetatakse kubatuurvalemiteks.
Kordse integraali saab esitada mitme jarjestiku maaratud integraalina

ehk mitmikintegraalina, nende leidmiseks saab kasutada
kvadratuurvalemeid. Nii saab naiteks integraali

/D/ f(x, y)dxdy

piirkonna D = {(x,y) : a < x < b; ¢ < y < d} korral esitada

/D/f(x,y)dxdy = /ab dx /cd f(x,y)dy.
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Kasutades kaks korda trapetsvalemit, saame ligikaudse valemi

/D/f(x,y)dxdyz

h
~ - [1(X0, Y0) + 2f(x0, 1) + .. + 2 (Xo, Ym-1) + (X0, Yim)+
+2f(x1, ¥0) + 4F(x1,¥1) + ... + 4F(Xq, Ym_1) + 2f(X1, Ym) + ...+
+2f(Xn—1, ¥0) + 4f(Xn—1,¥1) + ... + 4F(Xn_1, Ym—1) + 2f(Xpn_1, Ym)+

+f(Xn, Yo0) + 2f(Xn, y1) + - .. + 2f(Xn, Ym—1) + f(Xn, Ym)] ,

kus h on sammupikkus [a; b] ning 7 on sammupikkus [c; d.] Ligikaudsel
arvutamisel on vaja leida funktsiooni vaartus (n+ 1)(m + 1) séimes.
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Monte Carlo meetod

//.../f(x1,x2,...,XN)dx1dx2...,de
D

arvutamist. Uldiselt on vaja sellise integraali leidmiseks arvutada
funktsiooni f vaartus suurusjark N2 sélmes.

Olgu piirkond D N—mdodtmeline Uhikkuup. Olgu X = (Xi, X, ..., Xn)
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Monte Carlo meetod

//.../f(x1,x2,...,XN)dx1dx2...,de
D

arvutamist. Uldiselt on vaja sellise integraali leidmiseks arvutada
funktsiooni f vaartus suurusjark N2 sélmes.

Olgu piirkond D N—mdodtmeline Uhikkuup. Olgu X = (Xi, X, ..., Xn)
juhuslikult valitud punkt sellest hulgast. Olgu X (htlase jaotusega.
Suurus f(X) on punktist X soéltuv juhuslik funktsioon, tema
keskvaartuse saab leida

Ef(x)://.../f(x1,x2,...,xN)dx1dx2...,de.
D

Vaatame

Valime hulgast D n punkti X1, X2, ... X".



Suuruse f(x) statistiline keskvaartus

LN
Estatf(X) = EZf(X’).
i=1



Suuruse f(x) statistiline keskvaartus
LN
Estatf(X) = nEf(XI)-
=

Kui keskvaartus asendada statistilise keskvaartusega, siis

n
//.../f(X1,X2,...,XN)dX1dX2...,dXN%:,Zf()?i).
b i=1
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I
Diferentsiaalvorrandid

Definitsioon

Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vérrandit, mis sisaldab otsitavate
funktsioonide tuletisi voi diferentsiaale.

11.04.2017 7/14



Diferentsiaalvorrandid

Definitsioon
Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vérrandit, mis sisaldab otsitavate
funktsioonide tuletisi voi diferentsiaale.

Diferentsiaalvérrandi jarguks nimetatakse selles vorrandis esineva
otsitava funktsiooni tuletise voi diferentsiaali kdrgeimat jarku.



Diferentsiaalvorrandid

Definitsioon
Diferentsiaalvorrandiks nimetatakse vérrandit, mis sisaldab otsitavate
funktsioonide tuletisi voi diferentsiaale.

Diferentsiaalvérrandi jarguks nimetatakse selles vorrandis esineva
otsitava funktsiooni tuletise voi diferentsiaali kdrgeimat jarku. Kui
diferentsiaalvdrrandis on otsitavaks funktsiooniks Gihe muutuja
funktsioon, siis nimetatakse seda vorrandit harilikuks
diferentsiaalvoérrandiks (HDV). Kui diferentsiaalvérrandis on otsitavaks
mitme muutuja funktsioon, siis nimetatakse seda vorrandit
osatuletistega diferentsiaalvérrandiks (ODV).
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1. jarku HDV uldkuju on jargmine:
F(x,u,u) =0,

kus F(x; u; v) on kolme muutuja funktsioon.
1. jarku HDV normaalkuju jargmine:

u = f(x,u),

kus f on kahe muutuja funktsioon.



-]
1. jarku HDV uldkuju on jargmine:
F(x,u,u) =0,

kus F(x; u; v) on kolme muutuja funktsioon.
1. jarku HDV normaalkuju jargmine:

u = f(x,u),

kus f on kahe muutuja funktsioon.
n. jarku HDV Uldkuju ja normaalkuju on vastavalt

F(x,u, ' u",...,uM)y=0
ja
" = f(x,u L a0,

kus F ja f on vastavalt n+ 2— ja n+ 1—muutuja funktsioonid.
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Diferentsiaalvorrandi lahend on funktsioon, mis rahuldab seda
vorrandit. Diferentsiaalvérrand ei ole Gheselt lahenduv, see tdhendab,
et vérrandil on palju lahendeid. Uldiselt n—jarku vérrandi lahend séltub
n konstandist. n—jarku HDV {ldlahendiks nimetatakse selle vérrandi
lahendit, mis soltub n suvaliselt valitavast konstandist. Erilahendiks
nimetatakse lahendit, mis on saadud Uldlahendist mainitud konstantide
fikseerimise teel. Diferentsiaalvirrandi singulaarseks lahendiks
nimetatakse lahendit, mis ei ole saadav Uldlahendist konstantide
fikseerimise teel.
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Vaatleme normaalkujulist n—jarku HDV-d. Selle vorrandi tldlahend
sOltub n parameetrist Cq, ..., C,, st omab n vabadusastet. Erilahendi
maéaramiseks on vaja jarelikult lisada sellele vérrandile n lisatingimust.

ul™ = f(x,u, . a1,
u(xo) = ug,
U(1)(X0) = u(1Jv

u(xo) = ug

Sellist Glesannet nimetatakse Cauchy ehk algtingimustega Glesandeks
n—jarku HDV-le. Cauchy teoreemi pdhjal on teada, et kui funktsioon f
on pidev ja tal on pidevad osatuletised kdigi argumentide jargi, siis on
sellisel Cauchy Ulesandel parajasti ks lahend.

Esineb ka llesandeid, kus lisatingimused konstantide maaramiseks on
antud mitmes punktis. Sellisel juhul raagitakse rajalilesandest.



Harilike diferentsiaalvorrandite ligikaudne
lahendamine

Vaatame Cauchy Ulesannet

{u’(x) = f(x, u),

u(xo) = Uo,

kus Xxg ja up on etteantud suurused ning x € R.



Harilike diferentsiaalvorrandite ligikaudne
lahendamine

Vaatame Cauchy Ulesannet
u'(x) = f(x,u),
u(xo) = Uo,

kus Xp ja ug on etteantud suurused ning x € R. Ligikaudsel
lahendamisel fikseeritakse mingid s6lmed xp < x4 < Xo < X3 < ...ja
otsitakse Ulesande lahendi u lahisvaartusi nendes sdlmedes, st arve
uq, Uo, Us, ... nii, et u; = u(x;).
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Olgu vork Uhtlane, st x; — x;_1 = h,i=1,2,....
Euleri meetod

Uipt = Ui + hf(x;, uj).

Meetodi viga saab hinnata u;.1 — u(x;1) = O(h?).

Teoreem
Kui funktsiooni f esimest jdrku osatuletised on tokestatud, siis Euleri
meetodiga arvutatud uy, U, . . ., Ui, korral rahuldab u;, ¢ hinnangut

Uit — U(Xi1)| < Cimaxeexg .1 1U" (X)|h

igai=0,1,... korral, kus C; = eX(Xi+1—%) ja K on funktsioonist f séltuv
konstant.

v




Trapetsvalemi meetod

h h
Uiy = Uj + Ef(Xi, ui) + Ef(Xi+1 ,Uit1)



Trapetsvalemi meetod

h h
Uiy = Uj + Ef(Xi, ui) + §f(Xi+1 ,Uit1)

Meetod on teist jarku, kuna tema lokaalne viga on hinnatav suurusega
Ch.



Trapetsvalemi meetod
h h
Uit = Ui + 5 F(xi, Uj) + SF(Xie1, Uist)
Meetod on teist jarku, kuna tema lokaalne viga on hinnatav suurusega
Ch.
Prognoosi-korrektsiooni meetod

h h
Uit = Ui + éf(xh up) + Ef(Xi+17 ui + hf(x;, uj)).



Trapetsvalemi meetod
h h
Uit = Ui + 5 F(xi, Uj) + SF(Xie1, Uist)
Meetod on teist jarku, kuna tema lokaalne viga on hinnatav suurusega
Ch.
Prognoosi-korrektsiooni meetod
h h
Uit = Ui+ 5 F(Xi, i) + S F (X, Ui+ BE(X, U7))
Meetod on teist jarku.



Keskpunkti meetod

Uip1 = Uj—1 + 2hf(x;, uj).



Keskpunkti meetod

Uip1 = Uj—1 + 2hf(x;, uj).

Meetodi lokaalne viga on O(h3).
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Keskpunkti meetod

Uip1 = Uj—1 + 2hf(x;, uj).
Meetodi lokaalne viga on O(h3).
Runge-Kutta meetod
Uir1 = Uj + c1hf(X;, uj) + cohf (X; + ah, u; + Bhf(x;, up)) ,

kus ¢y, Co, a ja B on konstandid.
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