Eksaktne diferentsiaalvorrand



Eksaktne diferentsiaalvorrand

Definitsioon
Diferentsiaalvorrandit

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (1)
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Nii taandubki eksaktse DV lahendamine sobival kujul funktsiooni u
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Nii taandubki eksaktse DV lahendamine sobival kujul funktsiooni u
maaramisele. Sest kui on teada

du(x,y) =0,
siis integreerimisega saame
u(x,y)=C.
Olgu vérrandi (1) kordajad M(x, y) ja N(x, y) ning osatuletised %—M ja

y
9N pidevad piirkonnas

D={(x,y): a<x<b, a<y<p}
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Eksaktsuse tarvilik ja piisav tingimus
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Teisalt aga 3% = N(x, y).
Seega votame saadud tulemusest osatuletise y jargi:

68}/ [/ M(x,y)dx + C(y)| = N(x,y)

/Mx y)ax + C'(y) = N(x.y)



Teisalt aga 3% = N(x, y).
Seega votame saadud tulemusest osatuletise y jargi:

68}/ [/ M(x, y)dx + C(y)} = N(x.y)

/Mx y)dx + C'(y) = N(x, y)

C'(y) = N(x.y) - (,fy [ Mix.y)ax
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o(xy) = Noey) = 5 / M(x, y)dx



Tahistame

P(x,y) = /Mxy

Naitame, et kui (2) kehtib, siis ¢(x, y) ei soltu x—st.
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Tahistame 5
o(xy) = Noey) = 5 / M(x, y)dx

Naitame, et kui (2) kehtib, siis ¢(x, y) ei s6ltu x—st. Téepoolest
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Tahistame 5
ox.y) = Nex.y) = [ Mex.y)o
Naitame, et kui (2) kehtib, siis ¢(x, y) ei s6ltu x—st. Téepoolest

gf = 8{1 [N(X,y) — ;//M(x,y)dx} =

ON aa/ (o y)ax— ON oM _
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Tahistame 5
o(xy) = Noey) = 5 / M(x, y)dx

Naitame, et kui (2) kehtib, siis ¢(x, y) ei s6ltu x—st. Téepoolest

o6 _ 20 [N(x, y) - 8‘1 [ M, y)dx} =

ox — Ix
ON 9 0 ON oM
_8)(_67)(8}// (J’)dx—a—w—o

Et ¢ ei sOltu x—st, siis saame integreerides leida ka C(y).
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/ {N(x,y) - (,fy/M(x,y)dx] dy + Cy
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o) = [ [Noey) = 5, [ Moxyya| oy +

Seega

u(x,y) = /M(x,y)dx+/ [N(x,y) — ;//M(x,y)dx} dy + Cy.

Tarvilik ja piisav tingimus on tdestatud.
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Integreeruvustegur
Vaatleme jatkuvalt vérrandit kujul (1), st
M(x, y)ax + N(x, y)dy = 0.

Kui see vdrrand on eksaktne, siis leidub funktsioon u = u(x, y) nii, et
du = M(x,y)dx + N(x, y)dy ja T = §IL.

Praktikas on see tingimus vaga tosine, tegelikkuses selliseid kordajaid
M(x,y) ja N(x, y) peaaegu ei esine. Ent osutub, et teatava teguriga
korrutades saab DV teisendada eksaktseks.

Definitsioon

Diferentsiaalvorrandi
M(x, y)dx + N(x,y)dy =0

integreeruvusteguriks nimetatakse funktsiooni ji(x, y), millega
korrutamisel muutub vérrand eksaktseks.

v




Parast korrutamist saame

(X, y)M(x, y)adx + pu(x, y)N(x, y)dy =0, (3)



Parast korrutamist saame
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Parast korrutamist saame
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Parast korrutamist saame
w(x, y)M(x, y)dx + u(x, y)N(x, y)dy = 0, (3)
eksaktsuse tingimus vétab kuju

I(uM) _ o(uN)

dy  ox

mis on samavaarne seosega

gy Oy (ON oM

Saime esimest jarku osatuletistega vorrandi i = pu(x, y) suhtes. Selle
vorrandi lahendamine on raskem kui esialgse vorrandi lahendamine.
Teisalt on voimalik leida sellise vérrandi lahendeid teatavatel
erijuhtudel. Vaatame neid lahemalt.
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I Kui p = u(x), siis
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I Kui p = u(x), siis

O ey di
5—#()() ax’
o _
oy

Vorrand (4) saab kuju

~ - _ 77

duy_ (ON _OM
“H\ax "oy )



B —
I Kui p = u(x), siis

Vorrand (4) saab kuju
_up_, (ON _ oM
ax ' HF\ax "oy )

duN:M<c’)N 6M> dx

dx ax ay ) —Nu’

siit



I Kui p = u(x), siis

O ey di
5—#()() ax’
o _
oy

Vorrand (4) saab kuju

gy (20 o)

Cdx ox oy
siit
duy (0N MY | dx
ax ' M\ax oy —Nu
Saame
ON _ oM
a_ B,
0 -N '



Kui murd soltub ainult suurusest x véi on konstant, siis on tegu

lineaarse homogeense DVga ning lahend esitub kujul

Olemegi leidnud integreeruvusteguri, mis soltub ainult muutujast x.
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Kui murd soltub ainult suurusest x véi on konstant, siis on tegu

lineaarse homogeense DVga ning lahend esitub kujul

Olemegi leidnud integreeruvusteguri, mis soltub ainult muutujast x.

Il Analoogiliselt saab leida integreeruvusteguri kujul © = p(y).
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Kui murd soltub ainult suurusest x véi on konstant, siis on tegu

lineaarse homogeense DVga ning lahend esitub kujul

Olemegi leidnud integreeruvusteguri, mis soltub ainult muutujast x.

oON _ oM
8ydy

Il Analoogiliselt saab leida integreeruvusteguri kujul © = p(y).
Kui o = u(y), siis
du _ ox
M
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Kui murd soltub ainult suurusest x véi on konstant, siis on tegu

lineaarse homogeense DVga ning lahend esitub kujul
oM

Olemegi leidnud integreeruvusteguri, mis soltub ainult muutujast x.

Il Analoogiliselt saab leida integreeruvusteguri kujul © = p(y).
oM

Kui o = u(y), siis
N
I M
ja
wy)=el "V
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Kui murd soltub ainult suurusest x véi on konstant, siis on tegu

lineaarse homogeense DVga ning lahend esitub kujul
oM

Olemegi leidnud integreeruvusteguri, mis séltub ainult muutujast x

Il Analoogiliselt saab leida integreeruvusteguri kujul 1 = p(y)
oM

Kui o = u(y), siis
oN
I M
ja
2o,
ny)=el =

Integreeruvustegur leidub sellisel kujul ainult siis, kui murd séltub ainult
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Il Integreeruvustegurit saab otsida kujul ka © = p(w), kus
w=Xty, w=Xxy, w:%jne.



Il Integreeruvustegurit saab otsida kujul ka © = p(w), kus
W=Xty, w=xy, w= fjne. Kui p = p(w), siis
Op _ Op Ow

X Ow Ox



Il Integreeruvustegurit saab otsida kujul ka © = p(w), kus
W=Xty, w=xy, w= fjne. Kui p = p(w), siis

on_on 0w

X Ow Ox
ja

on _on 0w

oy Ow Oy’



Il Integreeruvustegurit saab otsida kujul ka © = p(w), kus

W=Xty, w=xy, w= fjne. Kui p = p(w), siis
ou_ o 0w
ox  Ow Ox
ja
ou _on 0w
oy Ow Oy
Asendame (4), siis
du (Ow Ow oN oM
Sl Y gr 97
dw <8y ox ) <8x 8y)
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Il Integreeruvustegurit saab otsida kujul ka © = p(w), kus
W=Xty, w=xy, w= fjne. Kui p = p(w), siis

on_on 0w

X Ow Ox
ja

on _on 0w

oy Ow Oy’

Asendame (4), siis
du (Ow Ow B oN oM
dw <8yM_8xN) <8x_ 8y)'

Péarast muutujate eraldamist

d ON _ oM

ap _ aax d;/ dw
() w

-l )



ja
ulw) = el 2%,
kus
ON _ oM
ow) = —




E— Y

ja
pw) = ef I,
kus
ON _ oM
o(w) = — 2

Ow ow ’
(5N gm)
Oluline on jélle see, et murd soltuks ainult suurusest w.
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ja
pw) = ef I,
kus
ON _ oM
o(w) = — 2

Ow ow ’
(5N gm)
Oluline on jélle see, et murd soltuks ainult suurusest w.

Markus: Integreeruvusteguriga korrutades tuleb jalgida, et lahendeid
ei laheks kaotsi ning ei tekiks voorlahendeid.

E— Y ST



Naide 1: Lahendada

2
(y? +2ye*)dx + (y + €)dy = 0.



Naide 1: Lahendada

2
(y? +2ye*)dx + (y + €)dy = 0.

Meil M(x,y) = % +2ye* ja N(x,y) = y + €*.



Naide 1: Lahendada

2
(y? +2ye*)dx + (y + €)dy = 0.

Meil M(x,y) = V; +2ye*ja N(x,y) = y + e*.Vorrand pole eksakine,
sest

oM 0 2

= oy (2 1) =y e
ON 0
X axre=e



Otsime integreeruvustegurit kujul 1 = u(x), siis



Otsime integreeruvustegurit kujul 1 = u(x), siis
op e —y—2e~

Lo T k=
I —(y+e)



Otsime integreeruvustegurit kujul 1 = u(x), siis
ou_ e —y-2e  —(y+e

— = dx =1-dx.
p —(y + €Y —(y + &)




-]
Otsime integreeruvustegurit kujul 1 = u(x), siis
o _ e —y-2e  —(y+e)
p —(y +¢€¥) —(y +¢€)

Siit saame leida integreeruvusteguri

dx =1-dx.

M:efdx:ex'



-]
Otsime integreeruvustegurit kujul 1 = u(x), siis
o _ e —y-2e  —(y+e)
p —(y +¢€¥) —(y +¢€)

Siit saame leida integreeruvusteguri

dx =1-dx.

p=el % =¢e

Korrutame vorrandi |&bi, saame eksakise vorrandi

2
(y?ex + 2ye®)dx + (e"y + e®*)dy = 0.
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Otsime integreeruvustegurit kujul 1 = u(x), siis
ou_ e —y-2e  —(y+e
p —(y +¢€¥) —(y +¢€)

Siit saame leida integreeruvusteguri

dx =1-dx.

p=el % =¢e
Korrutame vorrandi |&bi, saame eksakise vorrandi
2
(y?ex + 2ye®)dx + (e"y + e®*)dy = 0.

Tdepoolest

O N = ye* + 26,

0
M= ye + 26>, ——
ye' +2e7, ox

dy
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Otsime integreeruvustegurit kujul 1 = u(x), siis
ou_ e —y-2e  —(y+e
p —(y +¢€¥) —(y +¢€)

Siit saame leida integreeruvusteguri

dx =1-dx.

p=el % =¢e
Korrutame vorrandi |&bi, saame eksakise vorrandi
2
(y?ex + 2ye®)dx + (e"y + e®*)dy = 0.
Tdepoolest

0 0
M= veX +2 2X — yaX 2x‘
dy ye' 4 2e°7, 8xN ye' +2e

u(x,y) = /(y;ex + 2ye™)dx + C(y) =

_sz 12x _sz 2X
= 2e +2y26 +C(y) = 2e + ye” + C(y),



teisalt

9 y—ze"+yezx+C(y) = ey + e,
ay \ 2



teisalt )
0 y X 2X X 2X
6y<26 +ye” +Cy) | =€y + e

yex + e2x + C’(y) — exy+ er



teisalt
0 }/2 X 2X X 2X
ay € +ye” +Cy) | =€y + e
yex + e2x + C’(y) — exy+ er

C'(y)=0



teisalt
9 y—ze" +ye®* + C(y) ) = ey + &
ay \ 2 ’
yex + e2x + C’(y) — exy+ er
C'(y)=0
C(y) = G
Seega
%
u(x,y) = ?ex + ye® + Cy.



Naide 2: Lahendada
(xy — 1)dx + x?dy = 0.



Naide 2: Lahendada
(xy — 1)dx + x?dy = 0.

Vorrand pole eksakine, sest

ain == X,
0
aN_2x.



Naide 2: Lahendada
(xy — 1)dx + x?dy = 0.

Vorrand pole eksakine, sest

ain — X,
0
aN = 2X.
Otsime integreeruvustegurit kujul 1 = u(xy). Siis
%: 22X_X dw=—-1-dw.
poo = (= x(xy —1))



Naide 2: Lahendada
(xy — 1)dx + x?dy = 0.

Vorrand pole eksakine, sest

ain — X,
0
aN = 2X.
Otsime integreeruvustegurit kujul 1 = u(xy). Siis
%: 22X_X dw=—-1-dw.
poo = (= x(xy —1))

Seega p = e/(-Ndw — g~ — g1,



Naide 2: Lahendada
(xy — 1)dx + x?dy = 0.

Vorrand pole eksakine, sest

ain — X,
0
aN_2x.

Otsime integreeruvustegurit kujul 1 = u(xy). Siis
du 2X — x

- dw=—1-dw.
i = —x(y 1)) N

Seega p = e/(-1dw — g~ — =% Korrutame niitid esialgse vérrandi
mdlemat poolt integreeruvusteguriga, siis

(xy —1)e ¥dx + x?e ¥ dy = 0.
s 3. loeng 04102016  18/34



N
Saadud vorrand on eksaktne, sest
éfyM =2xe ¥ — x2ye™,
0

aN =2xe Y — x’ye¥.
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Saadud vorrand on eksaktne, sest

éfyM =2xe ¥ — x2ye™,

%N =2xe Y — x’ye¥.

2
u(x,y) = /xze‘xydy + C(x) = X ey C(x),
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N
Saadud vorrand on eksaktne, sest
éfyM =2xe ¥ — x2ye™,
0

aN =2xe Y — x’ye¥.

2
u(x,y) = /xze‘xydy + C(x) = f—e‘xy + C(x),
samas aga

% (=xe™ + C(x)) = (xy —1)e™™
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Saadud vorrand on eksaktne, sest

éfyM =2xe ¥ — x2ye™,
0

aN =2xe Y — x’ye¥.

2
u(x,y) = /xze‘xydy + C(x) = f—e‘xy + C(x),
samas aga

% (=xe™ + C(x)) = (xy —1)e™™

—e Y +xye™+C'(x)=xye™ —e ¥

3. loeng 04.10.2016 19/34



Saadud vorrand on eksaktne, sest

éfyM =2xe ¥ — x2ye™,

%N =2xe Y — x’ye¥.

2
u(x,y) = /xze‘xydy + C(x) = f—e‘xy + C(x),
samas aga

% (=xe™ + C(x)) = (xy —1)e™™
—e ¥4+ xye+C(x)=xye™ —e

C'(x) =0,

3. loeng 04.10.2016 19/34



Saadud vorrand on eksaktne, sest

EfyM =2xe ¥ — x2ye™,

%N =2xe Y — x’ye¥.

2
u(x,y) = /xze‘xydy + C(x) = f—e‘xy + C(x),
samas aga

% (=xe™ + C(x)) = (xy —1)e™™
—e ¥4+ xye+C(x)=xye™ —e

C'(x) =0, C(x)=C
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Saadud vorrand on eksaktne, sest

EfyM =2xe ¥ — x2ye™,
0

aN =2xe Y — x’ye¥.

2
u(x,y) = /xze‘xydy + C(x) = f—e‘xy + C(x),
samas aga

% (=xe™ + C(x)) = (xy —1)e™™
—e Y+ xye +C'(x)=xye —e ¥
C'(x) =0, C(x)=C;

ulx,y)=—xe ¥ + Cy.

3. loeng

04.10.2016 19/34



Tuletise suhtes ilmutamata diferentsiaalvorrand



Tuletise suhtes ilmutamata diferentsiaalvorrand

Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul vorrandit

F(x,y,y')=0.



Tuletise suhtes ilmutamata diferentsiaalvorrand

Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul vorrandit

F(x,y,y')=0.

Uldjuhul saab vérrandist avaldada:



Tuletise suhtes ilmutamata diferentsiaalvorrand

Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul vorrandit

F(x,y,y')=0.

Uldjuhul saab vérrandist avaldada:
Ny =1(xy),



Tuletise suhtes ilmutamata diferentsiaalvorrand

Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul vorrandit

F(x,y.y")=0.
Uldjuhul saab vérrandist avaldada:
Ny =1(xy),
2)y =9(x.y),



Tuletise suhtes ilmutamata diferentsiaalvorrand

Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul vorrandit

F(x,y,y')=0.
Uldjuhul saab vérrandist avaldada:
Ny =1f(x.y),
2)y =9(x.y),
3)x=h(y.y').



Tuletise suhtes ilmutamata diferentsiaalvorrand

Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul vorrandit

F(x,y,y')=0.
Uldjuhul saab vérrandist avaldada:
1) .y/ = f(va)a
2)y =9(x.y),
3) x=h(y.y').

Esimese seose saab Uldjuhul lahendada 6pituid lahendusviise
kasutades.



Tuletise suhtes ilmutamata diferentsiaalvorrand

Vaatleme diferentsiaalvorrandit kujul vorrandit

F(x,y,y')=0.
Uldjuhul saab vérrandist avaldada:
1) .y/ = f(va)a
2)y =9(x.y),
3) x=h(y,y).

Esimese seose saab Uldjuhul lahendada 6pituid lahendusviise
kasutades. Kui tuletise avaldamine pole véimalik voi lahendiks
saadavad seosed ei rahulda esialgset vorrandit, siisl avaldatakse
vorrandist kas otsitav y voi séltumatu muutuja x ja vorrandi
lahendamiseks kasutatakse parametriseerimist.



Vaatame juhtu, kus vorrandist avaldatakse otsitav funktsioon y.



Vaatame juhtu, kus vorrandist avaldatakse otsitav funktsioon y.
L&ahtume seosest

y=g(xy)



Vaatame juhtu, kus vorrandist avaldatakse otsitav funktsioon y.
L&ahtume seosest

y=9(xy"
ning

X X

y'=p

y=9(x,p)



Vaatame juhtu, kus vorrandist avaldatakse otsitav funktsioon y.
L&ahtume seosest

y=9(x,y")
ning
X X
y'=p
y=9(x,p)
Teame, et
,_ay
ax



Vaatame juhtu, kus vorrandist avaldatakse otsitav funktsioon y.
L&ahtume seosest

y=9(x,y")
ning
X=X
y'=p
y=9(x,p)
Teame, et 4
4
/ JE——
y ax
Seega
dy
dx p



Vaatame juhtu, kus vorrandist avaldatakse otsitav funktsioon y.
L&ahtume seosest

y=9(x.y")
ning
X=X
y'=p
y =9(x,p)
Teame, et 4
V=%
Seega 4
o=b
Siit
dy = pdx
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ning alumise seose pdhjal

_ 994, . 99
dy = 8xdx+ apd,o.



ning alumise seose pdhjal

_ ‘19 879
dy = 8de+ 3 ap.
Kahe seose pohjal saame
_ ‘19 ‘19
pdx = 6de+ 3 ap



ning alumise seose pdhjal

_ 99 4. 09
dy = 8xdx+ apdp.
Kahe seose pohjal saame
_ 99 4. 99
pdx = 6de+ 0pdp
ehk 5 3
99 _ 99 4o —
<8x p) ax + 8pdp =0.



Lahendame selle vérrandi, saame lahendid x = ¢(p, C) voi
p = ¥(x, C) ning need asendame seosesse y = g(x, p).



Lahendame selle vérrandi, saame lahendid x = ¢(p, C) voi
p = ¥ (x, C) ning need asendame seosesse y = g(x, p). Vorrandi
Gldlahend

y =9(x,4(x, C))



Lahendame selle vérrandi, saame lahendid x = ¢(p, C) voi
p = ¥ (x, C) ning need asendame seosesse y = g(x, p). Vorrandi
dldlahend

y =g(x,¢(x, C))

vOi parameetri p abil

{x = ¢(p,C)
y = 9g(»(p,c),p).



Lahendame selle vérrandi, saame lahendid x = ¢(p, C) voi
p = ¥ (x, C) ning need asendame seosesse y = g(x, p). Vorrandi
dldlahend

y =g(x,¢(x, C))

vOi parameetri p abil

{x = ¢(p,C)
y = 9g(»(p,c),p).

Analoogiliselt kdib parametriseerimine ka siis, kui esialgsest vorrandist
onnestub avaldada séltumatu muutuja x. Sellisel juhul

y=y
y'=p
x = h(y,p),



Lahendame selle vérrandi, saame lahendid x = ¢(p, C) voi
p = ¥ (x, C) ning need asendame seosesse y = g(x, p). Vorrandi
dldlahend

y =g(x,¢(x, C))

vOi parameetri p abil

{x = ¢(p,C)
y = 9g(»(p,c),p).

Analoogiliselt kdib parametriseerimine ka siis, kui esialgsest vorrandist
onnestub avaldada séltumatu muutuja x. Sellisel juhul

y=Y
y'=p
x = h(y,p),
dy = pdx
D 3. loeng 04.10.2016  23/34



ning

oh 1 oh
— ——)dy+—dp=0.
<8y p) Y op P



ning

oh 1 oh
— ——)dy+—dp=0.
<8y p) Y op P

Vorrandi tldlahend
x = h(y,&(y, C))



ning

oh 1 oh
— ——)dy+—dp=0.
<8y p) Y op P

Vorrandi tldlahend
x = h(y,&(y, C))

vOi parameetri p abil

{x = h(é(p, C), p)
y = f(p’ C)



Uldine skeem parametriseerimiseks tuleb kasutusele siis, kui ei
Onnestu esialgsest vorrandist Uhtegi suurust avaldada.



Uldine skeem parametriseerimiseks tuleb kasutusele siis, kui ei
Onnestu esialgsest vorrandist Uhtegi suurust avaldada. Vaatleme
vorrandit

F(x,y,y')=0.



Uldine skeem parametriseerimiseks tuleb kasutusele siis, kui ei
Onnestu esialgsest vorrandist Uhtegi suurust avaldada. Vaatleme
vorrandit

F(x,y,y')=0.
Vérrand F(x, y, z) = 0 esitab teaduparast pinna xyz—ruumis.



Uldine skeem parametriseerimiseks tuleb kasutusele siis, kui ei
Onnestu esialgsest vorrandist Uhtegi suurust avaldada. Vaatleme
vorrandit

F(x,y,y')=0.

Vérrand F(x, y, z) = 0 esitab teadupéarast pinna xyz—ruumis. Sama
pinna voib esitada ka parameetriliste vorranditega kujul

X = p(Uu,v)
y= 1/)(U, V)
z=x(u,v).



Uldine skeem parametriseerimiseks tuleb kasutusele siis, kui ei
Onnestu esialgsest vorrandist Uhtegi suurust avaldada. Vaatleme
vorrandit

F(x,y,y')=0.

Vérrand F(x, y, z) = 0 esitab teadupéarast pinna xyz—ruumis. Sama
pinna voib esitada ka parameetriliste vorranditega kujul

x=o(u,v)
y= 1/)(U, V)
z=x(u,v).

Siin o(u, v), ¥(u,v), x(u,v)on sellised funktsioonid, et
F(e(u,v), ¢(u,v),x(u,v)) =0 Vu,v

piirkonna H korral (vastavus H ja pinna F(x, y,z) = 0 punktide vahel
on UksUhene ning hélmab pinna kdik punktid.)



Uldine skeem parametriseerimiseks tuleb kasutusele siis, kui ei
Onnestu esialgsest vorrandist Uhtegi suurust avaldada. Vaatleme
vorrandit

F(x,y,y')=0.

Vérrand F(x, y, z) = 0 esitab teadupéarast pinna xyz—ruumis. Sama
pinna voib esitada ka parameetriliste vorranditega kujul

x=o(u,v)
y= 1/)(U, V)
z=x(u,v).

Siin o(u, v), ¥(u,v), x(u,v)on sellised funktsioonid, et
F(e(u,v), ¢(u,v),x(u,v)) =0 Vu,v

piirkonna H korral (vastavus H ja pinna F(x, y,z) = 0 punktide vahel
on UksUhene ning hélmab pinna kdik punktid.)



Meil z = y’, seega dy = x(u, v)dx.



Meil z = y’, seega dy = x(u, v)dx. Leiame ka dy ja dx kahest
esimesest seosest

9% qu + ag‘)dv

x =34 v



Meil z = y’, seega dy = x(u, v)dx. Leiame ka dy ja dx kahest
esimesest seosest

e D
ax = 8udu+(9 av,

oY 8zp
dy = 50 —au+ — v



Meil z = y’, seega dy = x(u, v)dx. Leiame ka dy ja dx kahest
esimesest seosest

I dp
ax = 8udu+ 5y —dv,
o azp
dy = 50 —au+ — v
NGGd . . 5 5
v g¢ ¥
50 du+a dv = (u,v)<audu+8 dv>



Meil z = y’, seega dy = x(u, v)dx. Leiame ka dy ja dx kahest
esimesest seosest

e D
ax = 8udu+ 5y —dv,
oY 8¢
dy = 50 —au+ — v
Nadd . . 5 5
gy Y v — gy ¥
audu+ aVdv x(u,v) <8udu+ v dv>
millest

Op _0¢ Op WY\ 4 =
(X )du+ (Xav 8‘/) av =0.



Meil z = y’, seega dy = x(u, v)dx. Leiame ka dy ja dx kahest
esimesest seosest

dp dp
ax = 8udu+ 5y —dv,
oY Ly
dy = 50 —au+ — v
Naad . . 5 5
oy g¥ ¢
50 du+a dv = (U’V)<8udu+8 dv>
millest 3 - 3 -
de oY de ¥ —
(Xau 8u) du+ (Xc‘)v 8v) dv =0.

Saime vorrandi kujul

M(u, v)du+ N(u,v)dv =0



Lahend on kujul u = 7(v, C) vdi v = w(u, C).



Lahend on kujul u = 7(v, C) vdi v = w(u, C). Loppvastuseks seega

saame
{x = o (r(v,C), V)
y= '(/) (T(Va C)? V)

{x: o (u,w(u, C))
y =1 (u,w(u,C)).



Lahend on kujul u = 7(v, C) vdi v = w(u, C). Loppvastuseks seega

saame
{x = o (r(v,C), V)
y= '(/) (T(Va C)? V)

y =9 (U,w(u, C)).

Sellist Gleminekut esialgselt vorrandilt nimetatakse
parametriseerimiseks kahe parameetri abil.

{x: o (u,w(u, C))



Naide: y = x(y') + (y')?



Naide: y = x(y') + (y')?
Vorrandist on voimalik y’ tuletis avaldada -

y
X +1

y' =+
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Naide: y = x(y') + (y')?
Vorrandist on voimalik y’ tuletis avaldada -

y
! __
y== X+ 1

Lihtsam on aga kasutada parametriseerimist. Valime parameetrid

X=u
y'=v
y=(u+1)v?

28/34



Naide: y = x(y') + (y')?
Vorrandist on voimalik y’ tuletis avaldada -

y
! __
y == X+ 1

Lihtsam on aga kasutada parametriseerimist. Valime parameetrid

X=u
y'=v
y=(u+1)v?

Siit
dx = du, dy = v2du+2v(u+1)dv, dy = vdx

28/34



Naide: y = x(y') + (y')?
Vorrandist on voimalik y’ tuletis avaldada -

y
! __
y == X+ 1

Lihtsam on aga kasutada parametriseerimist. Valime parameetrid

X=u
y'=v
y=(u+1)v?

Siit
dx = du, dy = v2du+2v(u+1)dv, dy = vdx

v2du + 2(u + 1)vdv = vdu

28/34



Naide: y = x(y') + (y')?
Vorrandist on voimalik y’ tuletis avaldada -

y
! __
y == X+ 1

Lihtsam on aga kasutada parametriseerimist. Valime parameetrid

X=u
y'=v
y=(u+1)v?

Siit
dx = du, dy = v2du+2v(u+1)dv, dy = vdx

v2du + 2(u + 1)vdv = vdu

(v2 — v)du +2(u + 1)vdv = 0.
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v(v—1)(u+1)<uc_jf1 +2vcf/1> =0



v(v—1)(u+1)<uc_jf1 +2vcf/1> =0

Selle vérrandi lahenditekson v =0, v=1,u=—1jau= ﬁ —1.



v(v—1)(u+1)<uc_jf1 +2vcf/1> =0

Selle vérrandi lahenditekson v =0, v=1,u=—1jau= %1)2 —1.
Viimane neist sisaldab ka lahendit u = —1 konstandi C = 0 korral.



v(v—1)(u+1)<uc_jf1 +2vcf/1> =0

Selle vérrandi lahenditekson v =0, v=1,u=—1jau= %1)2 —1.
Viimane neist sisaldab ka lahendit u = —1 konstandi C = 0 korral.
Seega saame lahtevorrandi lahendid kujul

X=U
y=20



v(v—1)(u+1)<uc_jf1 +2vcf/1> =0

Selle vérrandi lahenditeks on v::O,v::1,L1:<—1jaL1:47§%§—-L
Viimane neist sisaldab ka lahendit u = —1 konstandi C = 0 korral.
Seega saame lahtevorrandi lahendid kujul

X=U
y=20

X=u
y=u+1



v(v—1)(u+1)<uc_jf1 +2vcf/1> =0

Selle vérrandi lahenditeks on v::O,v::1,L1:<—1jaL1:47§%§—-L
Viimane neist sisaldab ka lahendit u = —1 konstandi C = 0 korral.
Seega saame lahtevorrandi lahendid kujul

X=U
y=20

X=Uu
y=u+1
_ _C
_ _C 2
Y= =¥



Parameetrite ellimineerimisel saame

y=0, y=x+1, y=(CtvVx+1)?



Parameetrite ellimineerimisel saame
y=0, y=x+1, y=(CtvVx+1)?

Kui C = 0, siis on Uldlahendi seosega antud ka y = x + 1.



Parameetrite ellimineerimisel saame
y=0, y=x+1, y=(CtvVx+1)?

Kui C = 0, siis on Uldlahendi seosega antud ka y = x + 1. Seega on
lahendiks y = 0jay = (C+ vx + 1)2.



Lagrange’i diferentsiaalvérrand



Lagrange’i diferentsiaalvérrand

Lagrange’i DV nimetatakse vorrandit

A(Y")y +B(y')x+ C(y') = 0,



Lagrange’i diferentsiaalvérrand

Lagrange’i DV nimetatakse vorrandit
AlY')y + B(y')x + C(y') =0,

mis on otsitava y ja soltumatu muutuja x suhtes lineaarne vorrand.



Lagrange’i diferentsiaalvérrand
Lagrange’i DV nimetatakse vorrandit
AlY')y + B(y')x + C(y') =0,

mis on otsitava y ja soltumatu muutuja x suhtes lineaarne vorrand.Kui
A(y') # 0, saab vorrandi viia kujule
By, . Cy)

+ X+ =0,
YA T AY)




Lagrange’i diferentsiaalvérrand
Lagrange’i DV nimetatakse vorrandit
AlY')y + B(y')x + C(y') =0,

mis on otsitava y ja soltumatu muutuja x suhtes lineaarne vorrand.Kui
A(y') # 0, saab vorrandi viia kujule
By, . Cy)

+ X+ =0,
YA T AY)

siit




Lagrange’i diferentsiaalvérrand
Lagrange’i DV nimetatakse vorrandit
AlY')y + B(y')x + C(y') =0,

mis on otsitava y ja soltumatu muutuja x suhtes lineaarne vorrand.Kui
A(y') # 0, saab vorrandi viia kujule

siit
y- B0, cv)
Ay AlY)
Tahistame — 57 = o (y') ja — S = u(y'), sis



Lagrange’i diferentsiaalvérrand
Lagrange’i DV nimetatakse vorrandit
AlY')y + B(y')x + C(y') =0,

mis on otsitava y ja soltumatu muutuja x suhtes lineaarne vorrand.Kui
A(y') # 0, saab vorrandi viia kujule

siit
y = _BWy),  cly)
Ay') ALY
Tahistame —ﬁg:g =p(y) ja —2((}{,/)) =1p(y"), siis



Parametriseerime

y = up(v) +4(v).



Parametriseerime

¥y =up((v) +¢(v).
Siit dx = du,



Parametriseerime
X=U

y'=v
¥y =up((v) +¢(v).
Siit dx = du, dy = vdx = vdu,



Parametriseerime
X=U

y'=v
y = up(v) +4(v).
Siit dx = du, dy = vdx = vdu, dy = p(v)du + [ug'(v) + ¢'(v)] dv.



Parametriseerime
X=U

y'=v
y = up(v) +4(v).
Siit dx = du, dy = vdx = vdu, dy = p(v)du + [ug'(v) + ¢'(v)] dv.

vdu = p(v)du + [ue'(v) +¢'(v)] dv,



Parametriseerime
X=U

y'=v
y = up(v) +4(v).
Siit dx = du, dy = vdx = vdu, dy = p(v)du + [ug'(v) + ¢'(v)] dv.
vdu = p(v)du + [ue'(v) +¢'(v)] dv,

millest
(e(v) = v)du + [ug'(v) + ¢'(v)] dv =0



Parametriseerime
X=U

y'=v
y = up(v) +4(v).
Siit dx = du, dy = vdx = vdu, dy = p(v)du + [ug'(v) + ¢'(v)] dv.
vdu = p(v)du + [ue'(v) +¢'(v)] dv,

millest
(e(v) = v)du + [ug'(v) + ¢'(v)] dv =0

Saadud vérrand on lineaarne DV u = u(v) suhtes, sest

(p(v) = VU + ' (V)u = —9'(v)



Kui ¢(v) # v, on Lagrange’i vorrandi tldlahend kujul

{x: u(v,C)
y=u(v,C)p(v) +¥(v)



Kui ¢(v) # v, on Lagrange’i vorrandi tldlahend kujul

{x: u(v,C)
y=u(v,C)p(v) +¥(v)

Kui ¢(v) = v, siis on vorrand kujul

y=xy' + ().



Kui ¢(v) # v, on Lagrange’i vorrandi tldlahend kujul

{x: u(v,C)
y=u(v,C)p(v) +¥(v)

Kui ¢(v) = v, siis on vorrand kujul

y=xy' + ().

Sellist vorrandit nimetatakse Clairaut’ vorrandiks.



Kui ¢(v) # v, on Lagrange’i vorrandi tldlahend kujul

{x: u(v,C)
y=u(v,C)p(v) +¥(v)

Kui ¢(v) = v, siis on vorrand kujul
y=xy' + ().

Sellist vorrandit nimetatakse Clairaut’ vorrandiks. Ka Clairaut’
vorrandi lahendamiseks kasutatakse parametriseerimist

X=Uu
y'=v
y =uv+y(v)



Siis dx = du,



Siis dx = du, dy = vdx = vdu,



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢/(v)] dv



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning

vdu + [u+ ¢/ (v)] = vdu,



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+ ¢/ (v)] = vdu,

millest
[u+y'(v)] =0
Siitu=—-vY'(v)jav==C



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+ ¢/ (v)] = vdu,

millest
[u+v'(v)] =0
Siitu=—v¢/(v)jav=Cehkx=—¢/(v).



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+ ¢/ (v)] = vdu,

millest
[u+v'(v)] =0

Siit u = —v/(v) ja v = C ehk x = —¢/(v). Asendame esialgsesse
vorrandisse, saame

y = =vi'(v) +4(v).



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+ ¢/ (v)] = vdu,

millest

[u+v'(v)] =0
Siit u = —v/(v) ja v = C ehk x = —¢/(v). Asendame esialgsesse
vorrandisse, saame

y = =vi'(v) +4(v).

Parametriseeringust



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+ ¢/ (v)] = vdu,

millest

[u+v'(v)] =0
Siit u = —v/(v) ja v = C ehk x = —¢/(v). Asendame esialgsesse
vorrandisse, saame

y = =vi'(v) +4(v).

Parametriseeringust



Siis dx = du, dy = vdx = vdu, dy = vdu + [udv + ¢'(v)] dv ning
vdu + [u+ ¢/ (v)] = vdu,

millest

[u+v'(v)] =0
Siit u = —v/(v) ja v = C ehk x = —¢/(v). Asendame esialgsesse
vorrandisse, saame

y = =vi'(v) +4(v).

Parametriseeringust

y = Cu+(C).
Viimasest seosest y = Cx + ¢(x).



