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Funktsioonide lahendamine

Funktsiooni Iahendamine ehk interpoleerimine on funkisiooni
jatkamine.

Olgu antud I6igul [a,b] N+ 1 punktia=Xxp < Xy < ... < Xp = b.
Selliseid punkte nimetatakse interpolatsioonisélmedeks. Olgu samas
teada ka funktsiooni f(x) vaartused neis s6lmedes

f(x0), f(X1), ..., f(Xn). Kui funktsiooni f(x) vaartused véljaspool séImi
pole teada, saabki radakida interpolatsioonillesandest: leida mingi
funktsioon ®(x) nii, et kehtiks tingimused

q)(Xf):f(x_/)7 j:0,1,...7n_



Leidub parajasti Uks dlimalt n—astme poliinoom
n
®(x) = D Lni(x)F(x),
i=0

mis rahuldab interpolatsioonitingimusi ja kus

(X =x)(Xx—x1)...(x = Xi_1)(X — Xjz1) ... (X — Xp)

Lni(x) = (Xi — X0)(Xi — X1) - (Xi — Xi—1)(Xi — Xiz1) - (Xi — Xn)
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n
®(x) = D Lni(x)F(x),
i=0

mis rahuldab interpolatsioonitingimusi ja kus

(X =x)(Xx—x1)...(x = Xi_1)(X — Xjz1) ... (X — Xp)

Lni(x) = (Xi — X0)(Xi — X1) - (Xi — Xi—1)(Xi — Xiz1) - (Xi — Xn)

Sellist polinoomi nimetatakse Lagrange’i
interpolatsioonipoliinoomiks.
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Naide
Funktsioon on esitatud tabelina:
x |0 |1 |4 ]9

y [0 [T |2 [3
Leiame interpolatsioonipoliinoomi ning arvutame ¢(2, 3).
Lagrange’i interpolatsioonipolinoom tuleb kujule

(x—1)(x—-4)(x—-9) (x=0)(x—=1)(x—-9)

*=to-no-mo-9 *Ta-oa-ai-9
(x —0)(x —1)(x — 9) (x-0)(x-1)(x-4) .,
T@-o@-nE-9 > @-0)e-1 .



Naide
Funktsioon on esitatud tabelina:
x |0 |1 |4 ]9

y [0 [T |2 [3
Leiame interpolatsioonipoliinoomi ning arvutame ¢(2, 3).
Lagrange’i interpolatsioonipolinoom tuleb kujule

(x=1)(x—-4)(x—9) (x=0)(x—=1)(x—-9)
*X)=T0-ho-a0-9 "Ta-oi-ai-9

(x =0)(x —1)(x—4)
(4-0)(4—-1)4-9) (9 —0)(9 — 1)(9 — 4)

3=

Kontrollime interpolatsioonitingimuste taidetust:



03-1.02+3.0=0
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.,

5. loeng

30.09.2015

4/24



5. loeng

30.09.2015

4/24



3 1 2 37

1 4 1 +%

3 2 37

4 4°+ 30
2

5. loeng

30.09.2015

4/24



*0)=g5- 0%~ 1-02 4% .0=0

O(1)=gp- 13— - 12+55-1=1
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Interpolatsioonitingimused on taidetud ning seega saame leida
1 37

f(2,3)z<b(2,3):@-2,33—%-2,32+%-2,3z1,71695.



*0)=g5- 0%~ 1-02 4% .0=0

O(1)=gp- 13— - 12+55-1=1

O(4)=go -4 — 42+ 5-4=2

*O) =gy -1+ ¥ .9-3

Interpolatsioonitingimused on taidetud ning seega saame leida
1 37

f(2,3)z<b(2,3):@-2,33—%-2,32+%-2,3z1,71695.

Antud naites f(x) = v/x ning tapne vaartus /2,3 ~ 1,5166.



Uhtlase vérgu korral kehtib Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomi jacks
hinnang
() — ®(x)| < [FTD )™,

kus h = x; — X;_1 on vOrgu samm.
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Newtoni interpolatsioonipolinoom
Funktsiooni f(x) esimest jarku diferentssuhteks nimetatakse suurust

o) = 20—

Funktsiooni f(x) teist jarku diferentssuhteks nimetatakse suurust

f(x;, xx) — f(x;, X;
f(xi, X, Xk) = s )ﬁi—xfl i)

Funktsiooni f(x) m—jérku diferentssuhteks nimetatakse suurust, mis
avaldub
m — 1-jarku diferentssuhete kaudu

f(Xi1,....X — (X, ..., Xiem—
F(Xi, Xist, - s Xigm) = (Xists- 'J;T’) (X_" P 2rm 1).
I+m — A




Poliinoomi
®(x) = f(x0) + f(X0, X1)(X — Xo) + f(X0, X1, X2) (X — Xo)(X — X1)+
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nimetatakse Newtoni interpolatsioonipoliinoomiks.
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nimetatakse Newtoni interpolatsioonipoliinoomiks.

n+ 1 s6lme jaoks saab leida ainult Ghe n—astme pollinoomi, seega
langevad Lagrange’ ja Newtoni poliinoom kokku, st esitavad ht ja
sama poltinoomi.



Poliinoomi
®(x) = f(x0) + f(X0, X1)(X — Xo) + f(X0, X1, X2) (X — Xo)(X — X1)+

+ .4 f(X0, X1, Xn) (X — X0)(X — X1) ... (X — Xp—1)

nimetatakse Newtoni interpolatsioonipoliinoomiks.

n+ 1 s6lme jaoks saab leida ainult Ghe n—astme pollinoomi, seega
langevad Lagrange’ ja Newtoni poliinoom kokku, st esitavad ht ja
sama poltinoomi.

Newtoni meetodi eelisteks on lihtsus arvutamisel ning
interpolatsioonisdlmede lisamisel on kergem tosta
interpolatsioonipoliinoomi asteti.



Tukiti polinomiaalne interpolatsioon



-]
Tukiti polinomiaalne interpolatsioon

Tapsema interpoleerimise jaoks voib konstrueerida interpolandi, mille
sOlmede arv ei lahene I6pmatusele (n — o), kuid seda interpolanti
saab kasutada osal6ikudel, mille arv I1aheneb Idpmatusele. Selleks
tuleb vaadeldav 16ik [a, b] jaotada k osaldiguks punktidega

a=X<Xx4<...<Xxxk=b
ning igal osaldigul [x;, xj, 1] valime sélmed

Xi=VYio<Vi1 <...<Vii= Xi+1.
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Tukiti polinomiaalne interpolatsioon

Tapsema interpoleerimise jaoks voib konstrueerida interpolandi, mille
sOlmede arv ei lahene I6pmatusele (n — o), kuid seda interpolanti
saab kasutada osal6ikudel, mille arv I1aheneb Idpmatusele. Selleks
tuleb vaadeldav 16ik [a, b] jaotada k osaldiguks punktidega

a=X<Xx4<...<Xxxk=b
ning igal osaldigul [x;, xj, 1] valime sélmed

Xi=VYio<Vi1 <...<Vii= Xi+1.

Olgu s6imedes y; ; antud funktsiooni vaartused f(y; ;). Igal osaligul
vaadeldakse /—astme interpolanti, mis rahuldab
interpolatsioonitingimusi ®(y; ;) = f(yi;)-

Nii saame tUkiti polinomiaalse funktsiooni ®(x) liitekohtadega
punktides x;. Etteantud interpolatsioonitingimuste tottu on interpolant
s6lmedes x; pidev.



Vorgu tihendamisel kK — oo, ent | jadb samaks. Sellisel juhul

f(x) — d(x)| < CH*' = 0, kuix;— x;_y — 0.
X



Vorgu tihendamisel kK — oo, ent | jadb samaks. Sellisel juhul
f(x) — &(x)| < CH' =0, kuix;—x;_1 — 0.

Tikiti lineaarne interpolatsioon on lahendamine lineaarse
funktsiooniga.
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Vorgu tihendamisel kK — oo, ent | jadb samaks. Sellisel juhul
f(x) — &(x)| < CH' =0, kuix;—x;_1 — 0.

Tikiti lineaarne interpolatsioon on lahendamine lineaarse
funktsiooniga.
Ruutinterpolatsioon on lahendamine ruutfunktsiooniga.

9/24
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funktsiooni S"P(x):
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Splainid

Olgu 16ik [a, b] jagatud osalbikudeks punktidega
a=XxX <X <...<Xxk=b.

I-jarku splainiks siledusastmega p nimetatakse jargmiste omadustega
funktsiooni S"P(x):

1. S'P(x) on llimalt /-astme poliinoom igal osaldigul [x;; X;1];

2. S'P(x) ise ja tema tuletised kuni jarguni p (kaasa arvatud) on
pidevad vahemikus (a; b).

Rakendustes kasutatakse tavaliselt kuupsplaine siledusastmega 2,
mida tahistatakse S%2(x).

Koige lihtsam on splaine esitada baasisplainide ehk B-splainide abil.



Lineaarsplainid S'°(x).



Lineaarsplainid S'°(x).
S"9(x Z 6B (x

cx on kordajad ja
X—Xj_1 .
x5 kui X € [Xi_1,X]]
1,0 ) Xip1—x .
B, "(x) = o—x kui x € [Xi, Xix1]
0, mujal

kus ¢y, Cq, .. .,
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Lineaarsplainid S'°(x).
SM0(x Z 6B!°(x

cx on kordajad ja
X—Xj_1 .
x5 kui X € [Xi_1,X]]

1,0 e .
Bi"(x) = q 3%, kui X € [X;, Xj1]

0, mujal

o121 (5.

kus ¢y, Cq, .. .,

Uhtlase vérgu korral
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Lineaarsplainid S'°(x).
SM0(x Z 6B!°(x

cx on kordajad ja
X—Xj_1 .
x5 kui X € [Xi_1,X]]

1,0 e .
Bi"(x) = q 3%, kui X € [X;, Xj1]

0, mujal

B°(x) = B0 (X;X"),

kus B'9(x) on splain, mis [—1; 1] erineb nullist, st
14+ x, kuix € [-1;0]
B'"0(x)={1—x, kuix e [0;1]

n mmnial
30.09.2015 11/24

kus ¢y, Cq, .. .,

Uhtlase vérgu korral




Kuupsplainid S32(x).
Minimaalse pikkusega 16ik, kus annab baasisplaini konstrueerida, on
[Xi_2; Xi,2]. Baasisplain B%2(x) on kujul

((x +2)%, kuix e [-2;—1]
1+3(x+1)+3(x+1)2-3(x+1)3, kuix e [-1;0]
B32(x) = {1+3(1 —x)+3(1 — x)2 = 3(1 — x)3, kuix € [0;1]
(2 —x)3, kuix € [1;2]

0, mujal.

Suvalise kuupsplaini saame esitada B-splainide
lineaarkombinatsioonina

k+1

S2(x) = Y aBY?(x).

i=—1



I
Funktsioonide lahendamine vahimruutude meetodil

Diskreetne juht
Olgu antud [a, b] nii, et a= xp < Xy ... < X, = b ja sélmedes on teada
f(x;), kus j = 0,1,...,n. Otsime funktsiooni ®(x), mis antud séimedes

lahendaks funktsiooni f(x). Kui interpolatsioonitilesanne on ule

maaratud, siis ei saa lahendada interpolatsioonitilesannet selle
klassikalises mdistes.
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Funktsioonide lahendamine vahimruutude meetodil

Diskreetne juht
Olgu antud [a, b] nii, et a= xp < Xy ... < X, = b ja sélmedes on teada
f(x;), kus j = 0,1,...,n. Otsime funktsiooni ®(x), mis antud séimedes

lahendaks funktsiooni f(x). Kui interpolatsioonitilesanne on ule
maaratud, siis ei saa lahendada interpolatsioonitilesannet selle
klassikalises mdistes.

Lahenduseks oleks leida selline funktsioon ®(x), mis sélmedes langeb
koige paremini kokku funktsiooni f(x) vaartustega. Kahe funktsiooni
erinevuste modtmiseks kasutame funktsiooni

Zm, (x;) — f(x;))?,

kus x; > 0 on kaalud, mis véimaldavad varieerida funktsioonide f(x) ja
®(x) kokkulangevust.
Suurust J(®) nimetatakse vahimruutude funktsionaaliks.
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Nii pustitatud Ulesannet nimetatakse vahimruutude tGlesandeks.
Kui J(®) = 0, siis on funktsionaali miinimum ka
interpoleerimistlesande lahendiks.

Sellise minimeerimistlesande lahendiks sobib funktsioon

O(x) = ¢gj(x),
=

kus c¢1, Cp, ..., Cm ON konstandid, ¢1(x), p2(x), ..., ¢m(x) on etteantud
klassi funktsioonid.
Seega

i=0 j=1

2
J(‘D)Zfﬁi( c,¢,-(x,-)f(x,-)) :

Siin tundmatuteks ¢y, ¢, ..., cm, vOime tahistada
J(®) =J(cy,Co,...,Cm).



Funktsiooni J(¢y, Co, . . ., Cm) miinimumi tarvilik tingimus on

0
— ...,tm)=0, k=1,....m
ackJ(C1aCZ7 ) m) ) ’ )

Kordajad ¢y, ¢, . .., cy Saab maarata m x m lineaarsest
vorrandisusteemist

lzﬁld)jxl (ZSKXI]Cj_ZRI X)ok(xi), k=1,....m

j=1 = i=0



Lineaarne juht
Kui ®(x) = c1x + ¢, siis on vaja maarata kordajad ¢; ja c».



Lineaarne juht
Kui ®(x) = c1x + ¢, siis on vaja maarata kordajad ¢; ja c».

J(®) = zn: ki (C1Xi + co — F(x))?
i—0



Lineaarne juht
Kui ®(x) = c1x + ¢, siis on vaja maarata kordajad ¢; ja c».

J(®) = zn: ki (C1Xi + co — F(x))?
i—0

n
S =23 "wi(cix+ 2 — (X)) - % =0

i=0
n

5 =23 ri(cixi+c—f(x))-1=0
i=0



n n n
C1ZH,"X,?—FCQZR/-X,':ZH,'-f(X,')-X,'
i=0 i=0 i=0

n n n
G ZKI'XH-CzZHi = Z“i‘f(xi)
i=0 i=0 i=0



n n n
C1ZH,"X,?—FCQZ/@'-X,':ZH,'-f(X,')-X,'
i=0 i=0 i=0

n n n
G ZKI'XH-CzZHi = Z“i‘f(xi)
i=0 i=0 i=0

Analoogiliselt saab leida kordajad ¢y, ¢y, ¢35 ruutfunktsioonile
® = ¢1X% + CoX + C3.
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n n n
C1ZH,"X,?—FCQZK/-X,':ZH;-f(X,')-X,'
i=0 i=0 i=0

n n n
G ZKI'XH-CzZHi = Z“i‘f(xi)
i=0 i=0 i=0

Analoogiliselt saab leida kordajad ¢y, ¢y, ¢35 ruutfunktsioonile
® = ¢1x? + cox + c3. Siis oleks vaja lahendada lineaarne
vorrandislisteem

17 /24



/

\

n

n n n
C1ZR/~X,-4+CQZH,'-X,-3+C3ZH,'~X,?:Zlﬁi-f(X/)-X,?
i=0 i=0 i=0

i=0

n n n n
C1Y Ki- X2+ ki XP+C3y ki-Xi=» ki f(X)- X
i=0 i=0 =0 =0

n n n n
Cq ZH,’~X,’2+CQZI€,'-X/+C3ZH,':Zlﬁ/-f(X,')
i=0 i=0 i=0 i=0
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Naide Antud on

X| -4 -3 -2 0 2 3 4
y|032]-0,27|-055|-048 | 0,28 | 1,12 | 1,87
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Naide Antud on

x| -4 -3 -2 0 2 4

y | 032)|-0,27|-0,55|-0,48 | 0,28 | 1,12 | 1,87
Lahendame esitatud funktsiooni ruutfunkisiooniga
®(x) = ¢1X% + cox + C3, kasutame kaalusid kj = 1,i=1,...,7.
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x| -4 -3 -2 0 2 4

y | 032)|-0,27|-0,55|-0,48 | 0,28 | 1,12 | 1,87
Lahendame esitatud funktsiooni ruutfunkisiooniga
®(x) = ¢1X% + cox + C3, kasutame kaalusid kj = 1,i=1,...,7.

Arvutame vajalikud summad:

> X =0,
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Naide Antud on

x| -4 -3 -2 0 2 4
y|032]|-027|-055]|-048 0,28 | 1,12 | 1,87
Lahendame esitatud funktsiooni ruutfunktsiooniga
®(x) = ¢1X% + cox + C3, kasutame kaalusid kj = 1,i=1,...,7.
Arvutame vajalikud summad:
ZX,’ = 07 ZXIZ = 58,
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Naide Antud on

x| -4 -3 -2 0 2 4

y | 032)|-0,27|-0,55|-0,48 | 0,28 | 1,12 | 1,87
Lahendame esitatud funktsiooni ruutfunkisiooniga
®(x) = ¢1X% + cox + C3, kasutame kaalusid kj = 1,i=1,...,7.

Arvutame vajalikud summad:
Sx=0,>x*=585x*=0,
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Naide Antud on

x| -4 -3 -2 0 2 4

y | 032)|-0,27|-0,55|-0,48 | 0,28 | 1,12 | 1,87
Lahendame esitatud funktsiooni ruutfunkisiooniga
®(x) = ¢1X% + cox + C3, kasutame kaalusid kj = 1,i=1,...,7.

Arvutame vajalikud summad:
Sxi=0,>x?=58>x?=0,> x*=706

5. loeng
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Naide Antud on

x| -4 -3 -2 0 2 3 4
y |1 032)|-027|-055|-048 | 0,28 | 1,12 | 1,87

Lahendame esitatud funktsiooni ruutfunktsiooniga

®(x) = ¢1X% + cox + C3, kasutame kaalusid kj = 1,i=1,...,7.
Arvutame vajalikud summad:

S xi=0,> x? =58, fo’ =0,> x* =706

> yi=2,29,
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Naide Antud on

x| -4 -3 -2 0 2 4

y | 032)|-0,27|-0,55|-0,48 | 0,28 | 1,12 | 1,87
Lahendame esitatud funktsiooni ruutfunkisiooniga
®(x) = ¢1X% + cox + C3, kasutame kaalusid kj = 1,i=1,...,7.

Arvutame vajalikud summad:
Sxi=0,>x?=58>x?=0,> x*=706
Zy; = 2,29, ZX,'y,' = 12,03,

5. loeng
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Naide Antud on

x| -4 -3 -2 0 2 4

y | 032)|-0,27|-0,55|-0,48 | 0,28 | 1,12 | 1,87
Lahendame esitatud funktsiooni ruutfunkisiooniga
®(x) = ¢1X% + cox + C3, kasutame kaalusid kj = 1,i=1,...,7.

Arvutame vajalikud summad:
Sxi=0,3x?=58>x*=0,> x*=706
S yi=2,29, 3 xiy; = 12,03, Y x?y; = 41,61.

5. loeng

30.09.2015
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Seega susteem tuleb kujule

706¢; + 58¢; = 41,61
58c, = 12,03
58¢; + 703 = 2,29

Siit c3 = —0,5048, ¢, = 0,2074 ja ¢y = 0,1004. Ruutfunktsiooniks
tuleb seega

®(x) = 0,1004x2 + 0,2074x — 0,5048.
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Pidev juht

Olgu funktsioon f(x) maaratud kogu Iigul [a, b]. Ulesandeks on leida
selline ¢(x), mis langeks kdige paremini kokku funktsiooniga f(x)
tervel 16igul [a, b]. Funktsioonide ®(x) ja f(x) erinevuse mdoduks
tervel 16igul [a, b] voib vétta funkisionaali

b
J(®) = /a KX (D(X) — F(x))2dx

kus (x) on kaalufunktsioon.

Ka pideval juhul vib otsida ®(x) kujul ®(x Z cidj(X), kus ¢(x) on

j=1
etteantud funktsioonid ning ¢; tundmatud kordajad (j = 1,2,..., m).

Siis .
J(® / Z cioj(x )2 ax.
j=1
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Miinimumi jaoks a—J =0,igak=1,2,...,m.
0Ck

2
b m
S = e . ") (;cjas/(x)f(x)) ox —
b m 9 m
=2 [ w0 | Y0000 100 | o | Do a0 - 10 | dx =
a j=1 j=1
/ (Z cj(x ) ox(x)dx

b b
=2)" (/a /<;(X)¢5j(x)d>k(x)dx)> G — 2/3 r(X)F(X)dr(x)dx



Kordajate ¢y, ¢, . . ., ¢y ma@aramiseks tekib lineaarne vérrandististeem
m b
> ( / X)6(x)ox(x)d )) = [ r00F)4(x)x
j=1 @

k=1,2,....,m.



