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|
Ligikaudne lahendamine

Paljude matemaatika rakendustlesannete lahendamise saab jagada
kolmeks:

@ matemaatilise mudeli koostamine;

@ lihtsustatud versiooni lahendamine;

@ taieliku mudeli lahendamine.
Sageli saame praktilistes arvutustes oma tlesandele ligikaudse
lahendi ehk l&hislahendi. Leitud vaartusel on praktiline tahtsus vaid
siis, kui suudame garanteerida selle usaldatavuse ja killaldase
tépsuse.
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Vigade liigid
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Sellesse jaotusse kuuluvad naiteks lUlesande algandmete vead.
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ei arvestata takistusjéude

Ohutakistuse korral
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Vigade liigid

@ Meetodi viga
Matemaatiliste tlesannete lahendusmeetodid saab laias laastus
jagada kaheks: tdpseteks ja ligikaudseteks meetoditeks.

@ Umardamisvead
Néide 2
654321 - 654321 = 428135971041

Samas taskuarvutil leides oleks sama tehte vastuseks
4,28135971 - 101,
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@ Aproksimeerimisvead

@ Teisendusvead
Matemaatilise formuleeringi ebatdpsus pdhjustab nn tingimatu vea,
mis ei soltu lahendusmeetodist, arvutusvahenditest ega ka arvutajast.

Meetodi veast, aproksimeerimis- ja imardamisvigadest pdhjustatud
ebatdpsused moodustavad tingliku vea.
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Vigade liigid

@ Aproksimeerimisvead

@ Teisendusvead
Matemaatilise formuleeringi ebatdpsus pdhjustab nn tingimatu vea,
mis ei soltu lahendusmeetodist, arvutusvahenditest ega ka arvutajast.
Meetodi veast, aproksimeerimis- ja imardamisvigadest pdhjustatud

ebatdpsused moodustavad tingliku vea.
Tingimatu viga+tinglik viga=téielik viga.
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Olgu a arvu A ligikaudne vaartus.
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-
Absoluutne ja relatiivne viga

Olgu a arvu A ligikaudne vaartus.

Ligikaudse arvu a toeliseks veaks nimetatakse suurust A = a — A.
Ligikaudse arvu a absoluutseks veaks nimetatakse suvalist
positiivset arvu e, mis rahuldab vorratust

|A| <e ehk |a—A]<e.
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-
Absoluutne ja relatiivne viga

Ligikaudse arvu a toeliseks relatiivseks veaks nimetatakse suurust

n=7%



-
Absoluutne ja relatiivne viga

Ligikaudse arvu a toeliseks relatiivseks veaks nimetatakse suurust
A

2.
Ligikaudse arvu a relatiivseks veaks nimetatakse suvalist positiivset
arvu ¢, mis rahuldab vorratust

m <o ek |22 <5
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Olgu vaja arvutada funktsiooni u = u(xy, ..., Xy) vaartus, kui
argumendid xy, ..., Xm €i ole tapsed.
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Olgu vaja arvutada funktsiooni u = u(xy, ..., Xy) vaartus, kui
argumendid xy, ..., Xm €i ole tapsed.
Olgu argumentide x1, ..., xn ligikaudsed vaartused Xi, ..., Xn.
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Vigade edasikandumine arvutustes

Olgu vaja arvutada funktsiooni u = u(xy, ..., Xy) vaartus, kui

argumendid xy, ..., Xm €i ole tapsed.
Olgu argumentide x1, ..., xn ligikaudsed vaartused Xi, ..., Xn.
Toelineviga Ax; = X;—x;, i=1,....m

Siit X; = x; + Ax; ning
Au=u(Xy,....,Xm) —u(X1,...,Xm) =

=u(Xx1 + AXy, ..., Xm + DXm) — U(X1, ..., Xm)

Au~du—Z—A,
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Vigade edasikandumine arvutustes

Olgu vaja arvutada funktsiooni u = u(xy, ..., Xy) vaartus, kui

argumendid xy, ..., Xm €i ole tapsed.
Olgu argumentide x1, ..., xn ligikaudsed vaartused Xi, ..., Xn.
Toelineviga Ax; = X;—x;, i=1,....m

Siit X; = x; + Ax; ning
Au=u(Xy,....,Xm) —u(X1,...,Xm) =
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N
Et x; ~ X, siis pidevate osatuletiste g—)‘(’/ korral

@ ou



Et x; ~ X, siis pidevate osatuletiste g—)‘(’/ korral

au

ou
a)(I'()('17...7Xm) ~ 7/(X1’...,Xm).

m
Seega Aum > 25(X1 s Xm)AX;.
i=1
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Et x; ~ X, siis pidevate osatuletiste g—)‘(’/ korral

au

ou
a)(I'()('17...7Xm) ~ 7/(X1’...,Xm).

m
ou
Au =~ —(Xq,... i
Seega u ;8)([( 1, 7Xm)AX/
Kui |Axj| < ey, siis

m

ou

Au| ~ —
Aul~ 2 55
i=1



Et x; =~ X, siis pidevate osatuletiste 8“ korral

u
8X1(1,..., m) ~ —Xi(X1,...,Xm).

m
Seega Aum > S)L(’(X1 s Xm)AX;.
: i

1=
Kui |Axj| < ey, siis

" du
|Au| ~ o ——(Xi,..., Xm)AXx| <
m m
ou ou
<> aX(Xu---,Xm)AXi => 8X(X1’ - Xm) | [AX| <
p e




1. loeng
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<y

i=1

ou

87)(,(X1,,Xm)

Ex;-

Jarelikult saab suuruse u absoluutseks veaks votta

Ex;-

9/24



m

<y

i=1

ou

87)(,(X1,,Xm)

Ex;-

Jarelikult saab suuruse u absoluutseks veaks votta

| du
Ey = Z a—Xi(X1,...,Xm) Ex;-
i=1
Vastavalt definitsioonile 6y, = ‘i’("' | ja
i

9/24



m

<y

i=1

ou

87)(,(X1,,Xm)

Ex;-

Jarelikult saab suuruse u absoluutseks veaks votta

ou
EUZZ 87(X17’XH7) Ex;-
i=1 7
Vastavalt definitsioonile d, = - ja §, = cu
XY T u(Xe, - Xm)|
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oo
8X,‘

150> Xm)

Ex;-

m
<2
i=1

Jarelikult saab suuruse u absoluutseks veaks votta

ou
EUZ; 87)(,-()(1’ - Xm)| €x,
. €y
Vastavalt definitsioonile 6y, = asé
X
m
Eu 1 ou
ou = = M (X, Xm)| g =
TG K] 0K K] 2 X




1. loeng
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o o Xm)

m
- |u(X1,..., Z;
Jarelikult saab suuruse u relatiivseks veaks votta

m
|U(X1,..., 21

6u:

8XI X‘],,Xm)
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Moned erijuhud

Liitmine ja lahutamine
Olgu U= Xy =% Xo,
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Moned erijuhud

Liitmine ja lahutamine
Olgu u = x1 £ xo, siis
Eu=Ex; T Exoy

04.09.2014
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-
Moned erijuhud

Liitmine ja lahutamine
Olgu u = x1 £ xo, siis
Eu=Ex; T Exoy

5 = [ X1]0x, + [ X2|dx,
‘ | X1 £+ Xa|

1. loeng 04.00.2014  11/24



Korrutamine ja jagamine
Olgu u = x1 - X,



Korrutamine ja jagamine
Olgu u = x4 - X0, siis

Eu = ‘X2’5x1 + ’X1 “SXga

04.09.2014
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Korrutamine ja jagamine
Olgu u = x4 - X0, siis

Eu = ‘X2’5x1 + ’X1 “SXga

5u — 6)(1 + 5)(2.
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Korrutamine ja jagamine
Olgu u = x4 - X0, siis

Eu = ‘X2’5x1 + ’X1 “SXga

5u — 5)(1 + 5)(2.

Olgu u = j—;, siis
1 | X4
Exy T o 5Ex%,
Xo] T X2

Eu =
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Korrutamine ja jagamine
Olgu u = x4 - X0, siis

Eu = ‘X2’5x1 + ’X1 “SXga

5u — 5)(1 + 5)(2.

Olgu u = j—;, siis
1 | X4
Exy T o 5Ex%,
Xo] T X2

Eu =

5U — (5)(1 + 5)(2.
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|
Vorrandite lahendamine

Vaatame vorrandite
f(x)=0

lahendamist, kus f(x) on Uhemuutuja funktsioon. Naiteks
2x+4=0, x=-2
3x2 +18x—21=0, x3=-7, xp=1

sinx =1, x:(—1)”g+n7r, nez



Vérrandit f(x) = 0 nimetatakse algebraliseks vérrandiks, kui f(x) on
algebraline avaldis (st arvud, tdhed on omavahel seotud liitmise,
lahutamise, korrutamise, jagamise, taisarvulise astendamise ja
juurimise abil).




___________________________________

[ Definitsioon ]
Vérrandit f(x) = 0 nimetatakse algebraliseks vorrandiks, kui f(x) on
algebraline avaldis (st arvud, tdhed on omavahel seotud liitmise,
lahutamise, korrutamise, jagamise, taisarvulise astendamise ja
juurimise abil). )

[ Definitsioon ]
Vérrandit f(x) = 0 nimetatakse transtsendentseks vorrandiks, kui f(x)
sisaldab transtsendentseid funktsioone (st eksponent- voi
logaritmfunktsioone, trigonomeetrilisi funktsioone ja nende
pdérdfunktsioone).




Kaht vérrandit nimetatakse samavéérseteks, kui esimese vérrandi iga
lahend osutub teise vérrandi lahendiks ja vastupidi: teise vérrandi iga
lahend on esimese vérrandi lahendiks.
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Kaht vérrandit nimetatakse samavéérseteks, kui esimese vérrandi iga
lahend osutub teise vérrandi lahendiks ja vastupidi: teise vérrandi iga
lahend on esimese vorrandi lahendiks. )
Arvu x* nimetatakse vorrandi f(x) = 0 lahendiks (funktsiooni f(x)
nullkohaks), kui

N




Kaht vérrandit nimetatakse samavéérseteks, kui esimese vérrandi iga
lahend osutub teise vérrandi lahendiks ja vastupidi: teise vérrandi iga
lahend on esimese vérrandi lahendiks.

| A\

Arvu x* nimetatakse vorrandi f(x) = 0 lahendiks (funktsiooni f(x)
nullkohaks), kui

f(x*) = 0.

| A\

Arvu x* nimetatakse vérrandi f(x) = 0 k—kordseks lahendiks, kui

fx*)=Ff(x)=...=fkDx) =0, fR(x*)#£o0.

A\




Vaga keerulist vérrandit 6nnestub harva tapselt lahendada. Seega on
vajalikud neil juhtudel ligikaudsed meetodid.
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Enamus vorrandi f(x) = 0 ligikaudsetest lahendamismeetoditest on nn
iteratsioonimeetodid. Pdhimétteliselt voib iteratsioonimeetodi jagada
kaheks osaks:

1) leitakse alglédhend xp, milleks on mingi otsitavale lahendile kallalt
lahedal paiknev arv (mitmesammulise meetodi puhul I&heb vaja mitut
alglahendit).
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2) tdpsustatakse alglahendit ndutava tapsuseni.



Vaga keerulist vérrandit 6nnestub harva tapselt lahendada. Seega on
vajalikud neil juhtudel ligikaudsed meetodid.

Enamus vorrandi f(x) = 0 ligikaudsetest lahendamismeetoditest on nn
iteratsioonimeetodid. Pdhimétteliselt voib iteratsioonimeetodi jagada
kaheks osaks:

1) leitakse alglédhend xp, milleks on mingi otsitavale lahendile kallalt
lahedal paiknev arv (mitmesammulise meetodi puhul I&heb vaja mitut
alglahendit).

2) tdpsustatakse alglahendit ndutava tapsuseni.

Alglahendi leidmine Alglahendi(te) leidmiseks puuduvad tapsed
eeskirjad.



Graafiline meetod

1. loeng

04.09.2014
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Graafiline meetod

Monedel juhtudel on métekas vorrand f(x) = 0 kirjutada imbes kujule
fi(x) = f(x) ning joonistada kahe funktsiooni y = f;(x) ja y = f(x)
graafikud. Nende kahe graafiku I6ikepunkti(de) abstsiss(id) annabki
(annavadki) vajaliku alglahendi.



Graafiline meetod

Monedel juhtudel on métekas vorrand f(x) = 0 kirjutada imbes kujule
fi(x) = f(x) ning joonistada kahe funktsiooni y = f;(x) ja y = f(x)
graafikud. Nende kahe graafiku I6ikepunkti(de) abstsiss(id) annabki
(annavadki) vajaliku alglahendi.

Néide 3 Néiteks vorrandi x® + 2x — 1 = 0 véib kirjutada kuijul

x3 =1 — 2x ja siit joonistada y = x3 ja y = 1 — 2x graafikud. Jooniselt
on naha, et vdime alglahendiks vdtta 0,4 ~ 0, 5.



Tabel

1. loeng

04.09.2014
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Tabel
Kui f(x) on pidev, saab algléhendi leidmiseks kasutada ka funktsiooni
vaartustest moodustatud tabelit.



Tabel
Kui f(x) on pidev, saab algléhendi leidmiseks kasutada ka funktsiooni

vaartustest moodustatud tabelit.
Meie naite puhul f(0,4) = —0,136 ja f(0,5) = 0,125.

04.09.2014
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Poolitamismeetod

1. loeng

04.09.2014
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Poolitamismeetod

Selle korral arvutatakse funktsiooni f(x) vaartus 18igu [Xg, X1]
keskpunktis xo = %(xo + x1). Edasi voetakse vaatluse alla see poolldik,
mille otstes on funktsiooni vaartustel erinev vaartus (seal asub
vahemalt Uks vorrandi f(x) = 0 lahend) ja arvutatakse funktsiooni
vaartus poolldigu keskpunktis. Valitakse uus poolldik ja korratakse
protseduuri, kuni saame lahendile piisavalt tapsed tokked.



Harilik iteratsioonimeetod
Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks tuleb vérrand f(x) =0

teisendada kujule

X = g(X)7 (1)
kus g(x) on mingi ihe muutuja funktsioon.
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Harilik iteratsioonimeetod
Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks tuleb vérrand f(x) =0
teisendada kujule

X = g(X)7 (1)
kus g(x) on mingi the muutuja funktsioon.
Uks voimalus selleks on valida C # 0 ning

f(x)=0]-C
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Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks tuleb vérrand f(x) =0
teisendada kujule

x = g(x), (1)

kus g(x) on mingi the muutuja funktsioon.
Uks voimalus selleks on valida C # 0 ning

f(x)=0]-C

Saame



N
Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks tuleb vérrand f(x) =0
teisendada kujule

x = g(x),

kus g(x) on mingi the muutuja funktsioon.
Uks voimalus selleks on valida C # 0 ning

f(x)=0|-C
saame
Cf(x) =0,
X+ Cf(x) = x

(1)
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Harilik iteratsioonimeetod

Hariliku iteratsioonimeetodi rakendamiseks tuleb vérrand f(x) =0
teisendada kujule

x = g(x), (1)
kus g(x) on mingi the muutuja funktsioon.
Uks voimalus selleks on valida C # 0 ning

f(x)=0]|-C
saame
Cf(x) =0,
x + Cf(x) = x.
Tahistame g(x) = x + Cf(x) ning saamegi vajaliku kuju
x = g(x).



Naéide 3
Vérrandi x3 + 2x — 1 = 0 korral vdib leida

04.09.2014
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Naéide 3
Vérrandi x3 + 2x — 1 = 0 korral vdib leida

1) x = 0,5(1 — x3) voi
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Naéide 3
Vérrandi x3 + 2x — 1 = 0 korral vdib leida

1) x = 0,5(1 — x3) voi
2) x = v1—2x.

04.09.2014
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Hariliku iteratsioonimeetodi korral arvutatakse Iahendid jargmise
eestkirja pohjal
Xn = g(Xn-1),

22/24



Hariliku iteratsioonimeetodi korral arvutatakse Iahendid jargmise
eestkirja pohjal
Xn = g(Xn-1),

st x4 = g(Xp), Xo = g(x1), jne.
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Hariliku iteratsioonimeetodi korral arvutatakse Iahendid jargmise
eestkirja pohjal
Xn = g(Xn-1), (2)

st xy = g(Xp), X2 = g(x1), jne.
Harilik iteratsioonimeetod on Gihesammuline meetod.



Hariliku iteratsioonimeetodi korral arvutatakse Iahendid jargmise
eestkirja pohjal

Xn = 9(Xn_1), (2)
st Xy = g(Xo), X2 = g(x1), jne.
Harilik iteratsioonimeetod on ihesammuline meetod.
Uurime meetodi viga:



Hariliku iteratsioonimeetodi korral arvutatakse Iahendid jargmise
eestkirja pohjal
Xn = 9(Xn_1),
st x; = 9(x0), X2 = 9(x1), jne.
Harilik iteratsioonimeetod on ihesammuline meetod.
Uurime meetodi viga:
olgu x* vérrandi (1) tdpne lahend, st x* = g(x™).
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Hariliku iteratsioonimeetodi korral arvutatakse Iahendid jargmise
eestkirja pohjal
Xn = g(Xn-1), (2)

st xi = g(Xo), X2 = g(x1), jne.

Harilik iteratsioonimeetod on Gthesammuline meetod.

Uurime meetodi viga:

olgu x* vérrandi (1) tdpne lahend, st x* = g(x*). L&hendi x, tdeline
viga on |x, — x*|.



Kui
lim|x, — x*| =0,
noo

siis koondub lahend x, tdpseks lahendiks x*, st x,x*.

04.09.2014
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Kui
lim|x, — x*| =0,
noo

siis koondub lahend x, tdpseks lahendiks x*, st x,x*.
Oluline tingimus sellise koondumise jaoks on

lg'(x)] < g <1.

04.09.2014
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Leidugu vérrandi (1) lahendit x* sisaldav vahemik (a, b), milles on
téidetud vérratus (3). Olgu funktsioon g(x) selline, etVx € (a, b) korral
g(x) € (a,b). Olgu xg € (a, b). Siis koondub hariliku
iteratsioonimeetodiga arvutatud ldhendite jada x, tdpseks lahendiks
x*. Lisaks kehtib veahinnang

n

1-qg

| Xn — x* |< | X1 — Xo | - (4)

v




