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Diferentsiaalvorrandiks (DV) nimetatakse vorrandit, mis seob otsitavat funk-
tsiooni tema tuletiste ja soltumatute muutujatega.

Harilik diferentsiaalvorrand - otsitav on ithe muutuja funktsioon.
Osatuletistega diferentsiaalvorrand - otsitav on mitme muutuja funktsioon.
DYV lahend on funktsioon, mille asetamisel vorrandisse saame samasuse soltuma-
tute muutujate suhtes.

Integraalkover, -pind - lahendi graafik.

DV lahendamine - DV koigi lahendite leidmine ehk DV integreerimine.

Esimest jarku harilikud DV

Esimest jarku harilik diferentsiaalvorrandi (HDV) {ildkuju:

F(z,y,y') =0, (1)
dy

kus z on soltumatu muutuja, y = y(x) otsitav funktsioon ja y' = £ otsitava
funktsiooni tuletis.
Esimest jarku HDV normaalkuju:

y' = flz,y). (2)
Esimest jarku HDV stimmeetriline kuju:
M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0.

Definitsioon: Olgu funktsioon F'(x,y, z) madratud zyz- ruumi piirkonnas G. Va-
hemikus (a, b) méédratud funktsiooni y = y(z) nimetatakse vorrandi (1) lahendiks
selles vahemikus, kui ta on pidevalt diferentseeruv ning (z,y(x),y'(z)) € G ja
F(z,y(z),y'(z)) =0 Vx € (a,b) korral.

Definitsioon: Olgu funktsioon f(z,y)

méératud zy- ruumi piirkonnas D. Vahemikus (a,b) méadratud funktsiooni y =
y(x) nimetatakse vorrandi (2) lahendiks selles vahemikus, kui ta on pidevalt dife-
rentseeruv ning (z,y(x)) € D ja y'(x) = f(z,y(x)) Yz € (a,b) korral.

Cauchy iilesanne esimest jarku HDV jaoks:

{y' = flz,y),  (2)
y(@o) =y,  (3)

kus xg, 1o on mingid antud reaalarvud.

Peano teoreem: Olgu f(x,y) pidev kahemuutuja funktsioon piirkonnas D. Siis
1abi iga punkti (z¢,yo) € D kulgeb vahemalt iiks diferentsiaalvorrandi (2) integ-
raalkover.

Cauchy teoteem: Olgu f(x,y) pidev piirkonnas D ning olgu tal selles piirkonnas
olemas pidev osatuletis %z’y). Siis 1dbi iga punkti (zg,yo) € D kulgeb parajasti
tiks diferentsiaalvorrandi (2) integraalkover.
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Definitsioon: Vorrandi (2) iildlahendiks piirkonnas D nimetatakse suvalisest
konstandist C' soltuvat lahendit y = y(x, C'), mis rahuldab tingimust:

iga punkti (zg,yo) € D korral leidub konstandi C selline vaartus Cp, et lahend
y = y(x, Cp) rahuldab algtingimust y(zq) = yo.

Definitsioon: Vorrandi (2) erilahendiks nimetatakse lahendit, mis saadakse
iildlahendist konstandi C' fikseerimisega.

Eraldatud muutujatega DV

Eraldatud muutujatega DV:
M(z)dz + N(y)dy =0, (1)

kus M(x) ja N(y) on antud funktsioonid.

Teoreem: Olgu

1) M(x) pidev vahemikus (a, b),

2) N(y) pidev vahemikus («, 3) ning

3)V (z,y) € D ={(z,y) : x € (a,b), y € (v, B)} korral M?(x) + N?(y) # 0,
siis on vorrandi (1) ildlahendiks

/ M(x)dz + / Nydy=C  (2)

[E:M(s)ds+/y:N(s)d3:Cl, ()

kus (xg, yo) on suvaline fikseeritud punkt piirkonnas D.
Toestus:

I Néitame, et (2) on (1) lahendiks.

II Naitame, et Cauchy iilesanne

{M(az)dm + N(y)dy =0
y(20) = Yo

on iheselt lahenduv ning lahend esitub kujul

/ M(x)d + /yy N(y)dy — 0.

Eralduvate muutujatega DV



Eralduvate muutujatega DV:
My (z)N1(y)dz + Ma(z)Na(y)dy = 0, (4)
kus My (z), Ni(y), My(z) ja No(y) on antud funktsioonid.

M () Na(y)

Ni(y) =0,
MQ(I) = O,
—%;Egdx + %j—gidy 0 (5)
(5) iildlahend:
M), L [N,
MQ(x)d + / Nl(y)dy C.

Lisaks veel lahendid y = vy, ja x = ;.

Homogeenne DV

Definitsioon: Funktsiooni F(x,y) nimetatakse a—astme homogeenseks funktsioo-
niks, kui kehtib seos
F(tz, ty) = t"F(z,y)

Vit >0, Y(z,y) € D.

Definitsioon: Diferentsiaalvorrandit 4’ = f(z,y) nimetatakse homogeenseks,
kui

f(x,y) on 0—astme homogeenne funktsioon:

ftz,ty) = f(x,y), t>0.

Lause: Homogeenne DV ¢/ = f(x,y) taandub muutujate (z, u) suhtes eralduvate
muutujatega diferentsiaalvorrandiks asendusega u = £.
Homogeenne diferentsiaalvorrand voib esineda ka kujul

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0,

kus M(x,y) ja N(z,y) on sama astme homogeensed funktsioonid.

Lineaarsed diferentsiaalvorrandid



Esimest jarku lineaarse DV iildkuju on
A(z)y' + B(z)y + C(x) =0,

kus A(z) ja B(z) on vorrandi kordajad ning C'(z) on vabaliige.

Kui A(z) # 0, siis saab vorrandi viia kujule
Yy + @)y = q(e). (1)
Algtingimus: y(xo) = yo. (2)

Lause: Olgu p(z) ja ¢(x) pidevad vahemikus (a,b) ning zo € (a,b). Siis leidub
vorrandil (1) parajasti tiks lahend y = y(x), mis rahuldab tingimust (2).

Lineaarse diferentsiaalvorrandi (1) lahendamise voib jagada osadeks:
1) lahendatakse vastav lineaarne homogeenne DV

y' +p(r)y =0,
yn = Ce I,

2) leitakse iiks lineaarse mittehomogeense DV konkreetne lahend

ye = Clx)e” 1P,
3) kirjutatakse vélja vorrandi (1) tildlahend

Bernoulli vorrand

kus o € (—00, 00).

Riccati vorrand

v+ p(a)y + q(x)y’ = r(z).

Saame lahendada, kui teada iiks konkreetne lahend y,.

Eksaktsed diferentsiaalvorrandid

Definitsioon: Diferentsiaalvorrandit

M (z,y)dz + N(z,y)dy =0



nimetatakse eksaktseks ehk taisdiferentsiaaliga vorrandiks, kui leidub funktsioon
u = u(x,y) nii, et tema taisdiferentsiaal on kujul

du(z,y) = M(z,y)dx + N(x,y)dy,

st
du(z,y) du(z,y)

S (z,y), 5 (z,y)
Tarvilik ja piisav tingimus eksaktsuseks:

oM (z,y) _ ON(z,y)

= Y D.
57 S (z,y) €
Integreeruvustegur

Diferentsiaalvorrandi
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

integreeruvusteguriks nimetatakse funktsiooni p(x,y), millega korrutamisel muu-
tub vorrand eksaktseks.
Korrutamisel saame vorrandi

w(z,y)M (z, y)dz + p(z, y)N(z,y)dy =0 (%)

ja eksaktsuse tingimus votab kuju

oy ox
Kui g = p(x), siis
J SN _ oM
H bz oy d
- — N x
/4[/ —_—
ja
pla) = el T
Kui g = p(y), siis
SN _ M
d_,u ox Sy dy
L M
ja
ON _sM
ply) = e~ 3,



Kui p = p(w), kus w =x 4+ y véi w =z — y vOi w = zy vms, siis

SN oM
d_ﬂ _ ox oy dw
dw dw
-l g)
ja
plw) = el P,
Tuletise suhtes ilmutamata DV
F(z,y,9) =0
ﬂldjuhul saab vorrandist avaldada:
1)y = f(z,y),
2)y=yg(z,y),
3) = h(y,y).
Parametriseerimisega saame, et
r=u
y —= g(aj7 yl) —> y, —= p
y=g(z,p)

ning saame esimest jarku diferentsiaalvorrandi

09 0g
— —p|dr+ —=dp=0.
(5I p) x+5pp 0

Lahend parameetrilisel kujul
z=¢(p,C)
y =9(e(p, C),p),

kus p on parameeter.
Analoogiliselt ka

y=y
r=h(y,y) «—— <y =p

Uldskeem parametriseerimiseks:

Fz,y,y)=0 «— F(zy2) =



Pinna vorrandi saab esitada parameetreid

z = p(u,v)
= ¢(U>U)
z = x(u,v)

kasutades, saame

F(o(u,v),¥(u,v), x(u,v)) =0 Vu,v.
Nii saame diferentsiaalvorrrandi

M (u,v)du+ N(u,v)dv = 0.

Lahendi siledus

Vaatleme vorrandit y' = f(x,y).

Teoreem:
Olgu funktsioon f(x,y) k korda pidevalt diferentseeruv piirkonnas D. Siis dife-
rentsiaalvorrandi y' = f(x,y) iga lahend on k + 1 korda pidevalt diferentseeruv.

Korgemat jarku harilikud diferentsiaalvorrandid

Uldkuju
F(z,y,9,y", ...y™) =0,
kus 2 on séltumatu muutuja, y = y(z) on otsitav ja g/, ..., y™ on otsitava funkt-

siooni tuletised.
Normaalkuju

y(n) = f(x’ y) y,7 ) y(n_l)) (1)

Korgemat jarku DV lahend on funktsioon, mille asetamisel vorrandisse saame
samasuse

F(x,y(x),y (z),y"(x),...,y™) =0 V.

Algtingimused

y(wo) = yo(l)
Y (230) = %Yo (2)

n— n—1
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Peano teoreem: Olgu funktsioon f pidev muutujate z,y,/,v", ...,y Y piir-
konnas D. Siis iga punkti (:L’O,yo,...,y(()nfl)) € D korral on Cauchy iilesandel
{(1),(2)} véhemalt iiks lahend.

Cauchy teoreem: Olgu funktsioon f pidev piirkonnas D ning olgu tal olemas
esimest jirku osatuletised argumentide vy, ¢/, ...,y jérgi, mis on ka pidevad
piirkonnas D. Siis iga punkti (zo, yo, ...,y(()n_l)) € D korral on Cauchy iilesandel
{(1),(2)} parajasti iiks lahend.

Definitsioon: Vorrandi (1) tldlahendiks nimetatakse vorrandi (1) lahendite
peresid y = y(x,C1,Cy, ..., Cy,), mis soltuvad n suvalisest konstandist Ci, ..., C),
ja mille puhul iga punkti (mo,yo,...,yé"_l) =& D jaoks leiduvad konstantide
vaartused CY,CY,...,CY, nii et lahend y = y(z, CY, ..., CY) rahuldab algtingimusi
(2).

Definitsioon: Vorrandi (1) erilahend on vorrandi (1) lahend, mis on saadud
konstantide fikseerimisega.

Lihtsamate n—jarku dif. vorrandite lahendamine

I Vorrand kujul
y" = f(x).

Olgu lisaks antud algtingimused (2), siis Cauchy iilesande lahendi saab esitada
kujul
y// 9
Y = Yo + yolx — z0) + E(x —x9)* + ...t

(n—1) 1

0 " ’C —8)"" 1 f(s)ds
(n_l)!(fl?—xo) +(n_1>!/xo(l’ ) f( )d

II Vorrand on kujul
F(z,y™) =0.

Vorrandi iildlahendi esitame parameetrilisel kujul

= (t)
y =0t Ch,C, ..., Cy).

IIT Vorrand kujul
F(a,y® yED )y = .

(k

Kasutame uut otsitavat funktsiooni z = y®. IV Vaatleme vorrandit kujul

F(y,,...y™) =0 (3)



Muutujavahetus ¢’ = z, z = z(y).
Oma esialgse vorrandi saame teisendada (n — 1)—jérku vorrandiks

Gly,z,2,.., 2" V) =0.

V Otsitava ja tema tuletiste suhtes homogeenne diferentsiaalvorrand.
Olgu vorrandis

F(z,y,9,....,y™) =0 (4)

funktsioon F' a—astme homogeenne funktsioon y, v/, ..., y™ suhtes. See tdhendab
F(x ty,ty, ... ty™) =tF(z,y,y, ...,y™)

vt > 0.
Sellisel juhul saab vorrandi jarku alandada asendusega ¢y’ = yz, kus z = z(x)
on uus otsitav funktsioon.

n-jarku lineaarsed diferentsiaalvorrandid

Otsitava funktsiooni ja selle tuletiste suhtes lineaarset vorrandit nimetatakse
n—jarku lineaarseks diferentsiaalvorrandiks ning
tahistatakse

po(2)y™ + pi(x)y" Y + L+ pula)y = flz) (1)

Moodustame Cauchy iilesande, selleks lisame lineaarsele vorrandile n algtingimust:

y(wo) = yo

"(z0) = (()1)
Y (wo) =y )

n— n—1

Teoreem: Kui vorrandi (1) kordajad po(z), p1(z), ..., pn(z) (po(z) # 0) ja vaba-

liige f(z) on pidevad vahemikus (a, b) ja xo € (a,b), o, y(()l), - y(()nfl) € (—o00,00),

siis vorrandil (1) leidub parajasti tiks lahend y = y(z), mis rahuldab tingimusi

(2).
Lahenditevahelised seosed

Ly = po(a:)y(”) + pl(x)y("_l) + ...+ pa(2)y

Siis vorrandi
po(x)y(") +p1(x)y(”_1) + o+ py = f(x)
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voime lithidalt kirjutada
Ly=f (1)

ning vastav homogeenne vorrand on kujul
Ly =0. (15)
Omadus 1: Kui yi, 99, ...., ¥, on vorrandi (15,) lahendid, siis on ka
y=Cn+Cayp + .. + Coyy

vorrandi (15,) lahend.
Omadus 2: Kui yi, 42, ...y, on (1) lahend, y, on aga (1) lahend, siis

Y= C’lyl + ngQ + ...+ C'nyn + Yu

on (1) lahend.

Omadus 3: Olgu f = f; + fo. Kui y; on vorrandi Ly = f; lahend ja y, on
vorrandi Ly = f5 lahend, siis y = y; + y2 on vorrandi Ly = f lahend.

Omadus 4: Olgu y = u + v vorrandi (1) lahendiks, siis on ka u ja v vorrandi
(15) lahenditeks.

Funktsioonide lineaarne soltuvus ja soltumatus

Definitsioon: Funktsioone y; (), ...y, (x) nimetatakse lineaarselt soltuvaks vahemi-
kus (a,b), kui leiduvad kordajad aq, ag, ..., a,, (o + ag + ... + a;, # 0) nii, et

ay1 () + agye(z) + ... + apyn(z) =0

Vr € (a,b). (%)

Kui seos (*) kehtib siis ja ainult siis, kui kéik kordajad a; = ag = ... = a, = 0,
nimetatakse funktsioone y;(z), y2(z), ..., y,(x) lineaarselt soltumatuteks.

Wronski determinant. Lineaarse homogeense DV lahendite lineaarne
soltuvus ja soltumatus

Wronski determinant



Teoreem: Olgu y;(x), ..., y,(x) vorrandi (15,) lahendid. Siis
I y1(2),...,yn(x) on lineaarselt soltuvad vahemikus (a,b) parajasti siis, kui

W(z) =0 Vz € (a,b).
IT yi (), ..., yn(x) on lineaarselt soltumatud vahemikus (a, b) parajasti siis, kui
W(x) #0 Vz € (a,b).

Jareldus 1: Lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi (1) lahendite y1, yo, ..., Yn
korral on jargmised tingimused samavaarsed:

1) ¥1, Y2, .-, Yn o0 lineaarselt soltuvad vahemikus (a, b);

2) W(z) =0 Vz € (a,b);

3) Jxg € (a,b), mille korral W (zq) = 0.

Jareldus 2: Lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi (1) lahendite y1, yo, ..., Yn
korral on jargmised tingimused samavaarsed:

1) v1, Y2, ..., Yn On lineaarselt soltumatud vahemikus (a, b);

2) W(z) #0 Yz € (a,b);

3) Jxo € (a,b), mille korral W (xzq) # 0.

Jareldus 3: Lineaarse homogeense diferentsiaalvorrandi (15,) lahendite yy, o, ..., yn
korral on kas W(x) =0 Vz € (a,b) korral voi W (z) # 0 koigi = € (a,b).

Lahendite fundamentaalsiisteem.
Lineaarse diferentsiaalvorrandi uildlahend

Definitsioon: Vorrandi Ly = 0 lahendite fundamentaalsiisteemiks (LFS) nimetatak-
se mistahes n lineaarset soltumatut lahendit y; (), y2(x), ..., Yo ().

Teoreem: Kuikordajad py(x), p1(z), ..., pn(x) on pidevad funktsioonid vahemikus
(a,b), siis leidub vorrandi Ly = 0 jaoks lahendite fundamentaalsiisteem.

Teoreem: Olgu yi(x),y2(x), ..., yp(x) vorrandi Ly = 0 lahendite fundamen-
taalsiisteem, selle vorrandi iildlahend avaldub kujul y, = Ciyi(x) + Coya(x) +

o + Cryn ().

Teoreem: Olgu yi(x),y2(x), ..., yp(x) vorrandi Ly = 0 lahendite fundamen-
taalstisteem, y.(z) vorrandi Ly = f(x) iiks lahend, siis vorrandi Ly = f(z)
tildlahend on kujul y, = Ciy1(z) + Coyz(x) + ... + Cryn(z) + yu(2).

Konstantide varieerimise meetod

(O (@)y1(2) + Cy(2)ye(2) + .. + Op(2)yn(2) =
Ci(@)y(x) + Co(x)ys () + ... + Cp(2)y,(z) =

Cr @)y (@) + Cy(2)yd" P (@) + .o + Cl(a)yh P () = 0
C )yl 4
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Konstantsete kordajatega lineaarne diferentsiaalvorrand
Vaatame vorrandit kujul Ly = 0, st
poy™ + p1y™ Y + . 4 puy = 0,

kus suurused p; on konstandid.
Karakteristlik vorrand

PN+ PN+ L+ p, =0.

Karakteristlikud vaartused Ai, Ay ... \,.
I Karakteristlikud vaartused \q,...,\, on reaalsed ja paarikaupa erinevad.

Vorrandi Ly = 0 iildlahend
y = C1eM* + Coe™* + . 4 Cpe”.

II Karakteristlike vaartuste Aq,...,A,, seas on ka paarikaupa erinevaid komplekseid
vaartusi.

Vorrandi Ly = 0 lahenditeks on siis y; = € cos Sz, ys = e** sin fx.

Vorrandi Ly = 0 iildlahend

y = Cr1e* cos fx + Coe®* sin B + ... + C,e .

IIT Karakteristlike vaéartuste seas on kordseid vaartusi.
Kui A\; on reaalne r—kordne karakteristlik vaartus, siis sellisele karakteristlikule
vaartusele vastavad funktsioonid

Az Az
y1:€17y2:$617

2 Az r—1_Aiz
ys=x e, Ly =x et

on konstantsete kordajatega diferentsiaalvorrandi Ly = 0 lahenditeks.
Kui A\; = a+ i3 on kompleksne r—kordne karakteristlik vaartus, siis on vastavad
lahendid 4, ...,, y, ka kompleksed. Reaalsed lahendid saame reaal- ja imaginaar-
osa eraldamisel.
1 = e** cos fBx, yo = e cos B, ...,
gr = " 1e®® cos i,
Yrp1 = €7 sin fx, Y40 = xe®sin S, ...,

Yoy = "1 sin B

Konstantsete kordajatega DV erilahendi leidmine maaramata
kordajate meetodil
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Vaatame lineaarset konstantsete kordajatega dif. vorrandit
poy™ +pry "V oy = f(2). (1)

A Olgu vorrandi vabaliige f(x) meil m— astme poliinoom
f(z) = Bu(z) = box™ + byz™ ' + ... + by,

Lause: Kui A =0 ei ole (1) lin. homogeensele vorrandile vastava karakteristliku
vorrandi lahendiks, siis vorrandil (1) leidub erilahend y,(z) kujul

Ue(2) = Qu() = ™ + @™ + .. + G,

kus ¢; on maaramata kordajad.
Kui A = 0 on r—kordne karakteristlik vadrtus, siis vorrandi (1) erilahend y, on
kujul

Yu(r) = 2" Qm(z) = 2" (qoz™ + QIxm_l + oo+ Gm)-

B Olgu vorrandi vabaliige f(z) kujul
(1) = e B@) = e (ba™ + ba™ )+ ..+ by)

Lause: Kui arv a ei ole (1) lin. homogeensele vorrandile vastava karakteristliku
vorrandi lahendks, siis vorrandil (1) leidub erilahend y.(z) kujul

Ye(z) = e Qu(z) =
= e (ga™ + @™ + o+ ),

kus ¢; on maaramata kordajad.
Kui arv a on r—kordne karakteristlik véartus, siis vorrandil (1) leidub erilahend
Y kujul
Y(z) = 2" Q) =
= 2" (goa™ + ™ 4 o+ ),
kus ¢; on maaramata kordajad.
C Olgu vorrandi vabaliige f(z) avaldis kujul

f(z) = As(x)e®® cos Bz + By(x)e™ sin fz.

Lause: Kui A = o+ fi ei ole (1) karakteristliku vorrandi lahendiks, siis vorrandil
(1) leidub erilahend y,(x) kujul

Yu(x) = Uy (2)e™ cos Bz + Vi, (z)e™ sin Sz,

kus U,,, V,, on sama astme poliinoomid kui Ay, B;.
Kui A = a+ i on r—kordne karakteristlik vaartus, siis vorrandil (1) leidub lahend
¥ kujul

Yu(z) = 2" [Up(z)e*" cos Bz + Vi (x)e™ sin fx] .
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D Olgu Ly = f(z), f(z) = fi(z) + fa(x).

Sellisel juhul leitakse vorrandi Ly = f(x) erilahend y,;, ning leitakse y.o, mis on
Ly = fo(z) erilahendiks.

Vorrandi Ly = f(z) erilahendiks on

Ys = Ys1 + Yx2.

Harilike diferentsiaalvorrandite stisteemid

Uldkuju:

Fl(xaylay/b '-'7y?17y27yé7 "-7y327 "'7ym7y;n7 7y17711m) =0
F2(l';ylay/17 "‘Jy?l7y27yé7 ---7?/327 ‘”7ym7y1/na 7?/773”) =0 (3)

Fm(l‘>ylayia "'7y?17y2ayé7 "'7y327 '-'7ym7y;n> ay:f{”) =0

Arvu n =ny + ng + ... + n,, nimetatakse siisteemi jarguks.
Normaalkuju:
vy = [z, y1, 92, - Yn)

/

y2:f2<x>ylay2a"'7yn) (4)

yq/1 = fn(‘r7y17y27 Jyn>

Peano teoreem: Olgu funktsioonid f;(x,y1,v2,...,yn) (i = 1,2,...,n) pide-
vad muutujate z,y1, ys, ..., ¥, piitkonnas D. Siis labi iga piirkonna D iga punkti
(w0, 42,49, ...,yY) kulgeb vihemalt iiks diferentsiaalvorrandite siisteemi (2) integ-
raalkover.

Cauchy teoreem: Olgu funktsioonid f;(z,y1, 92, ..., yn) (i = 1,2,...,n) ja nende
osatuletised gi (1,7 = 1,2,...,n) méératud ja pidevad muutujate z,y1, y2, ..., Yn
piirkonnas D. Siis lidbi iga piirkonna D iga punkti (zo, y?, 99, ..., y°) kulgeb para-
jasti liks diferentsiaalvorrandite siisteemi (2) integraalkover.

Uldlahend:

yi = iz, Cy,Cy, ..., Cp), (i=1,2,....,n)

Konstantide vaartuste fikseerimisel saadavaid lahendeid nimetatakse erilahen-
diteks.



