Mittelineaarsete vorrandisisteemide ligikaudne
lahendamine

Vaatleme mittelineaarset vorrandististeemi

fi(x1; Xe;...;Xm) =0

fo(Xq; X2; ... i Xm) =0

fm(X1; %25 .. .; Xm) =0
kus fq, ..., fn on funktsioonid.



Mittelineaarsete vorrandisisteemide ligikaudne
lahendamine

Vaatleme mittelineaarset vorrandististeemi

fi(x1; Xe;...;Xm) =0
fo(Xq; X2; ... i Xm) =0
fm(X1; %25 .. .; Xm) =0
kus fq, ..., fn on funktsioonid.
Olgu otsitavate vektor x = (x1; X2; ... ; Xm)



Mittelineaarsete vorrandisisteemide ligikaudne
lahendamine

Vaatleme mittelineaarset vorrandististeemi

fi(x1; Xe;...;Xm) =0
f2(X1,X2;. ,Xm) =0
fm(X1; %25 .. .; Xm) =0
kus fq, ..., fn on funktsioonid.
Olgu otsitavate vektor x = (x1; X2; ... Xm).

Vérrandislisteemi saab kirja panna vektorvérrandiga F(x) = 0.



Mittelineaarsete vorrandisisteemide ligikaudne
lahendamine

Vaatleme mittelineaarset vorrandististeemi

fm(X1; X2, ...; Xm) =0
kus fq, ..., fn on funktsioonid.
Olgu otsitavate vektor x = (x1; X2; ... Xm).

Vérrandislisteemi saab kirja panna vektorvérrandiga F(x) = 0.
Hariliku iteratsioonimeetodi saamiseks on vaja stisteem F(x) = 0 viia



X1 = g1(X1; X2; ... Xm)
Xo = Go(X1; X2, - .. ; Xm)
Xm = m(X1; X2; ... ; Xm)



X1 = g1(X1; X2; ... Xm)
Xo = Go(X1; X2, - .. ; Xm)
Xm = gm(X1; X2 - . . ; Xm)
Hariliku iteratsioonimeetodi kuju on
X" = G(an1)



X1 = g1(X1; X2; ... Xm)
Xo = Go(X1; X2, - .. ; Xm)
Xm = m(X1; X2; ... ; Xm)

Hariliku iteratsioonimeetodi kuju on
X" = G(an1)

voi vorrandite kaupa

n__ n—1. ,n—1. . n—1
X{=g1(X{ X X )
n _ n—1.,n-1. . yh—1

X3 =go(X{ X Xm
n __ n—1. ,n—1, . n—1
X =0gm(X{ X Xm )
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X1 = g1(X1; X2, ... ; Xm)
Xo = gg(X1 i Xor o, Xm)
Xm = gm(X1; X2; - .. Xm)
Hariliku iteratsioonimeetodi kuju on
Xn — G(an1)
voi vorrandite kaupa
n—1. ,n—1. . n—1
Xt =017 x5 xm )
n—1.,n-1. . yh—1
X3 =go(X{ X3 Xm
n—1. ,n—1, . n—1
X =0gm(X{ X Xm )

Siit on lihtne tuletada Seideli iteratsioonimeetodi (v6i ka
Gaussi-Seideli iteratsioonimeetod) eeskiri:



n—1.  n—1. ,n—1 . yn—1
X{=01(x{ X3 i Xg i Xm )
n.h—1. ,n-1 . yh—1
X3 = go(x{i X3 i X5 P Xm )
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n—1.  n—-1. ,n—1. . vn—1
X =g1(x{ " x5 X3 Xm )
n__ n.yn—1.,n-1 . yn—1
X3 =0o(X{hi Xy Xy ... Xm )

n_ n.yn. yn—1 . yn—1
X3 = ga(x{i xgi X3~ i Xm )

X = gm(XP x5 oxiT

Oluline tingimus mélema meetodi koondumiseks

IG () <qg<1.



Lineaarse stisteemi

a11X1 +apeXe + ...+ aimXm = Y1
81Xy + @Xo + ... + d2mXm = Yo

amX1 + 8meXe + ... + @mmXm = Ym.



Lineaarse stisteemi

a11X1 +apeXe + ...+ aimXm = Y1
81Xy + @Xo + ... + d2mXm = Yo

amX1 + 8meXe + ... + @mmXm = Ym.

jaoks on harilik iteratsioonimeetod kujul

n 1 n—1 n—1 n—1
n__ 1 n—1 n—1 n—1
Xy = — g, (821X +axsXg  + ...+ amXm — Ve
X =1 (amx" ' +ampx)'+.. . +a xn-1 -
m = " amm m1724 m2”2o mm—14m_1 Ym) .
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Seideli meetod lineaarse siisteemi lahendamiseks

1 n—1 n—1
x1’"’:—a—11 a12x2 +a13x3 + ...+ 81mXm —y1>
1 n—1 n—1
Xg = ~am 821X1 +axXy  + ...+ amXm — yg)
n
Xm = amm (am1 X!+ @meXg + ...+ amm-1X)_4 — Ym) .



Newtoni meetod
Vérrandi f(x) = 0 korral oli Newtoni meetodi eeskiri

f(Xn-1)

T P )




Newtoni meetod
Vérrandi f(x) = 0 korral oli Newtoni meetodi eeskiri

f(Xn-1)
f’(Xn,1).

Seda meetodit saab Uldistada ka mittelineaarsetele
vorrandiststeemidele kujul F(x) = 0.

Xn = Xp—1 —



Newtoni meetod
Vérrandi f(x) = 0 korral oli Newtoni meetodi eeskiri

f(Xn-1)
f’(Xn,1).

Seda meetodit saab Uldistada ka mittelineaarsetele
vorrandistusteemidele kujul F(x) = 0. Siin

F(X) = (f1(x), (x), ..., fm(x)) on vektorfunktsioon ning otsitavate
vektor on x = (x4, X2, ..., Xm).

Xn = Xp—1 —



Newtoni meetod
Vérrandi f(x) = 0 korral oli Newtoni meetodi eeskiri

f(Xn-1)
f’(Xn,1).

Seda meetodit saab Uldistada ka mittelineaarsetele
vorrandistusteemidele kujul F(x) = 0. Siin

F(X) = (f1(x), (x), ..., fm(x)) on vektorfunktsioon ning otsitavate
vektor on x = (x4, X2, ..., Xm).

Newtoni meetodi algoritm

Xn = Xp—1 —

XN — =1 _ [F’(X”q)} - ,_—(Xn—1)7

kus X" = (x L xg T oxp ) jax™ = (xPL x5, ..., x[h) on kaks
jarjestikust 1ahendit.



Newtoni meetod on ruutkoonduvusega, st

X7 = x| < ClIx"T = x*|2.



Newtoni meetod on ruutkoonduvusega, st
X" = x*|| < Cl|x" " — x*||2.
Modifitseeritud Newtoni meetod

xN = an1 _ [FI(XO)]71F(an1)
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Newtoni meetod on ruutkoonduvusega, st
X" = x*|| < Cl|x" " — x*||2.
Modifitseeritud Newtoni meetod

xN = an1 _ [FI(XO)]71F(an1)

Meetod koondub geomeetrilise progressiooni kiirusega.

7/21



]
Ekstreemumiulesannete lahendamine

Vaatame m-muutuja funktsioon f(x), mille argumendiks on

miinimum.
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]
Ekstreemumiulesannete lahendamine

Vaatame m-muutuja funktsioon f(x), mille argumendiks on
miinimum. Funktsiooni miinimumi leidmiseks saab kasutada

iteratiivseid meetodeid, mille korral liigutakse jark-jargult
miinimumpunkti poole funktsiooni kahanemise suunas.



Ekstreemumiulesannete lahendamine

Vaatame m-muutuja funktsioon f(x), mille argumendiks on

miinimum. Funktsiooni miinimumi leidmiseks saab kasutada
iteratiivseid meetodeid, mille korral liigutakse jark-jargult
miinimumpunkti poole funktsiooni kahanemise suunas. Olgu algdhend

x0 = (x?;x9;...; x%) € R™ ja arvutame funktsiooni f(x) gradiendi
punktis x°:
0 0
0_ 0y _ 0y . 0
v® = gradf(x") = <8x1 f(x);...; me(x )) .



Antigradient ehk vektor —v® maarab suuna, milles funktsioon f(x)
kahaneb kaige kiiremini punktist x° lahtudes. Sellest tulenevalt leiame
uue ldhendi x' selliselt, et ligume punktist x° teatud sammu vérra
vektori —v? suunas, st arvutame x' = x% — t,v0. Arv f; on sammu
pikkus, mis tuleb valida selliselt, et funktsioon f kahaneks, st kehtiks
vorratus f(x') < f(x°). Punktist x' ligume edasi analoogiliselt. Sellist
eeskirja kasutavaid meetodeid nimetatakse gradientmeetoditeks.



Antigradient ehk vektor —v® maarab suuna, milles funktsioon f(x)
kahaneb kaige kiiremini punktist x° lahtudes. Sellest tulenevalt leiame
uue ldhendi x' selliselt, et ligume punktist x° teatud sammu vérra
vektori —v? suunas, st arvutame x' = x% — t,v0. Arv f; on sammu
pikkus, mis tuleb valida selliselt, et funktsioon f kahaneks, st kehtiks
vorratus f(x') < f(x°). Punktist x' ligume edasi analoogiliselt. Sellist
eeskirja kasutavaid meetodeid nimetatakse gradientmeetoditeks.
Optimaalne sammu pikkus f,_1 on selline, mille korral funktsioon f(x)
on punktist x™~! I&htuval antigradiendi —v"~! suunal minimaalne.



Antigradient ehk vektor —v® maarab suuna, milles funktsioon f(x)
kahaneb kaige kiiremini punktist x° lahtudes. Sellest tulenevalt leiame
uue ldhendi x' selliselt, et ligume punktist x° teatud sammu vérra
vektori —v? suunas, st arvutame x' = x% — t,v0. Arv f; on sammu
pikkus, mis tuleb valida selliselt, et funktsioon f kahaneks, st kehtiks
vorratus f(x') < f(x°). Punktist x' ligume edasi analoogiliselt. Sellist
eeskirja kasutavaid meetodeid nimetatakse gradientmeetoditeks.
Optimaalne sammu pikkus f,_1 on selline, mille korral funktsioon f(x)
on punktist x™~! I&htuval antigradiendi —v"~! suunal minimaalne.
Selleks tuleb valida t,_4 nii, et ihe muutuja t funktsioon f(x™~' — tv"~1)
saavutaks miinimumi punktis t = t,_1. Kui gradientmeetodis on sammu
pikkus valitud sellise eeskirja kohaselt, siis nimetatakse seda meetodit
kiireima languse meetodiks. Seega tuleb kiireima languse meetodis
n-ndal sammul lahendada Ghe muutuja funktsiooni miinimumulesanne

f n—1 _ B n—1y _ inf n—1 _ nf1_
(x thqv") rt@/g (x v



Funktsioonide lahendamine

Funktsiooni Iahendamine ehk interpoleerimine on funktsiooni
jatkamine.



Funktsioonide lahendamine

Funktsiooni Iahendamine ehk interpoleerimine on funktsiooni
jatkamine.
Olgu antud I6igul [a,b] N+ 1 punktia=xp < xy < ... < X, = b.



I
Funktsioonide lahendamine

Funktsiooni Iahendamine ehk interpoleerimine on funktsiooni
jatkamine.

Olgu antud I6igul [a,b] N+ 1 punktia=xp < xy < ... < X, = b.
Selliseid punkte nimetatakse interpolatsioonisélmedeks. Olgu samas
teada ka funktsiooni f(x) vaartused neis sdlmedes

f(x0), f(x1), ..., f(Xn).
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Funktsioonide lahendamine

Funktsiooni Iahendamine ehk interpoleerimine on funktsiooni
jatkamine.

Olgu antud I6igul [a,b] N+ 1 punktia=xp < xy < ... < X, = b.
Selliseid punkte nimetatakse interpolatsioonisélmedeks. Olgu samas
teada ka funktsiooni f(x) vaartused neis sdlmedes

f(x0), f(x1), ..., f(xn). Kui funktsiooni f(x) vaartused valjaspool sdlmi
pole teada, saabki raddkida interpolatsioonillesandest: leida mingi
funktsioon ®(x) nii, et kehtiks tingimused

o(x) =f(x), j=0,1,...,n

Selliseid tingimusi nimetatakse interpolatsioonitingimusteks.



Funktsioonide lahendamine

Funktsiooni Iahendamine ehk interpoleerimine on funktsiooni
jatkamine.

Olgu antud I6igul [a,b] N+ 1 punktia=xp < xy < ... < X, = b.
Selliseid punkte nimetatakse interpolatsioonisélmedeks. Olgu samas
teada ka funktsiooni f(x) vaartused neis sdlmedes

f(x0), f(x1), ..., f(xn). Kui funktsiooni f(x) vaartused valjaspool sdlmi
pole teada, saabki raddkida interpolatsioonillesandest: leida mingi
funktsioon ®(x) nii, et kehtiks tingimused

o(x) =f(x), j=0,1,...,n.

Selliseid tingimusi nimetatakse interpolatsioonitingimusteks.
Funktsiooni ®(x) nimetatakse interpolandiks.



Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom

Olgu ®(x) = ¢y + ¢1X + X% + ... 4 cpx" (n—astme poliinoom), kus Cj
(J=0,1,...,n) on kordajad.



Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom
Olgu ®(x) = ¢y + ¢1X + X% + ... 4 cpx" (n—astme poliinoom), kus Cj
(J=0,1,...,n) on kordajad.

Leidub parajasti tiks Glimalt n—astme poliinoom

O(x) =Y _Lni(x)f(xi),
i=0

mis rahuldab interpolatsioonitingimusi ja kus

(X —x0)(X = X1) ... (X = Xj_1)(X = Xjz1) ... (X — Xn)
(Xi —Xx0)(Xi — X1) - - (X; — Xi—1)(X; — Xiz1) .- - (X; — Xn)

Ln’,'(X) =




Lagrange’i interpolatsioonipoliinoom
Olgu ®(x) = ¢y + ¢1X + X% + ... 4 cpx" (n—astme poliinoom), kus Cj
(J=0,1,...,n) on kordajad.

Leidub parajasti tiks Glimalt n—astme poliinoom

O(x) =Y _Lni(x)f(xi),
i=0

mis rahuldab interpolatsioonitingimusi ja kus

(X —x0)(X = X1) ... (X = Xj_1)(X = Xjz1) ... (X — Xn)
(Xi —Xx0)(Xi — X1) - - (X; — Xi—1)(X; — Xiz1) .- - (X; — Xn)

Ln’,'(X) =

Sellist poliinoomi esitatakse Lagrange’i interpolatsioonipolinoomiks.



Naide
Funktsioon on esitatud tabelina:
x |0 |1 |4 ]9

y |0 [1 ]2 [3



Naide
Funktsioon on esitatud tabelina:
x |0 |1 |4 ]9

y [0 [1 |2 |3
Leiame interpolatsioonipoliinoomi ning arvutame ¢(2, 3).



Naide
Funktsioon on esitatud tabelina:
x |0 |1 |4 ]9

y [0 [T |2 [3
Leiame interpolatsioonipoliinoomi ning arvutame ¢(2, 3).
Lagrange’i interpolatsioonipolinoom tuleb kujule

(x—1)(x—-4)(x—-9) (x=0)(x—=1)(x—-9)

*=to-no-mo-9 *Ta-oa-ai-9
(x —0)(x —1)(x — 9) (x-0)(x-1)(x-4) .,
T@-o@-nE-9 > @-0)e-1 .



Naide
Funktsioon on esitatud tabelina:
x |0 |1 |4 ]9

y [0 [T |2 [3
Leiame interpolatsioonipoliinoomi ning arvutame ¢(2, 3).
Lagrange’i interpolatsioonipolinoom tuleb kujule

(x=1)(x—-4)(x—9) (x=0)(x—=1)(x—-9)
*X)=T0-ho-a0-9 "Ta-oi-ai-9

(x =0)(x —1)(x—4)
(4-0)(4—-1)4-9) (9 —0)(9 — 1)(9 — 4)

3=

Kontrollime interpolatsioonitingimuste taidetust:



03-1.02+3.0=0
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6(0) = d5 07— } - 0?
(1) = d5 13—} 12
.,

4. loeng
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3 1 2 37

1 4 1 +%

3 2 37

4 4°+ 30
2

4. loeng
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*0)=g5- 0%~ 1-02 4% .0=0

O(1)=gp- 13— - 12+55-1=1

O(4)=go -4 — 42+ 5-4=2

*O) =gy -1+ ¥ .9-3

Interpolatsioonitingimused on taidetud ning seega saame leida
1 37

f(2,3)z<b(2,3):@-2,33—%-2,32+%-2,3z1,71695.



*0)=g5- 0%~ 1-02 4% .0=0

O(1)=gp- 13— - 12+55-1=1

O(4)=go -4 — 42+ 5-4=2

*O) =gy -1+ ¥ .9-3

Interpolatsioonitingimused on taidetud ning seega saame leida
1 37

f(2,3)z<b(2,3):@-2,33—%-2,32+%-2,3z1,71695.

Antud naites f(x) = v/x ning tapne vaartus /2,3 ~ 1,5166.



Uhtlase vérgu korral kehtib Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomi jacks
hinnang
() — ®(x)| < [FTD )™,

kus h = x; — X;_1 on vOrgu samm.



Newtoni interpolatsioonipolinoom
Funktsiooni f(x) esimest jarku diferentssuhteks nimetatakse suurust

)= =10



Newtoni interpolatsioonipolinoom
Funktsiooni f(x) esimest jarku diferentssuhteks nimetatakse suurust

o) = 20—

Funktsiooni f(x) teist jarku diferentssuhteks nimetatakse suurust

f(x;, xx) — f(x;, X;
f(xi, X, Xk) = s )ﬁi—xfl i)




Newtoni interpolatsioonipolinoom
Funktsiooni f(x) esimest jarku diferentssuhteks nimetatakse suurust

o) = 20—

Funktsiooni f(x) teist jarku diferentssuhteks nimetatakse suurust

f(x;, xx) — f(x;, X;
f(xi, X, Xk) = s )ﬁi—xfl i)

Funktsiooni f(x) m—jérku diferentssuhteks nimetatakse suurust, mis
avaldub
m — 1-jarku diferentssuhete kaudu

f(Xi1,....X — (X, ..., Xiem—
F(Xi, Xist, - s Xigm) = (Xists- 'J;T’) (X_" P 2rm 1).
I+m — A




Poliinoomi
®(x) = f(x0) + f(X0, X1)(X — Xo) + f(X0, X1, X2) (X — Xo)(X — X1)+

+ .4 f(X0, X1, Xn) (X — X0)(X — X1) ... (X — Xp—1)

nimetatakse Newtoni interpolatsioonipoliinoomiks.



Poliinoomi
®(x) = f(x0) + f(X0, X1)(X — Xo) + f(X0, X1, X2) (X — Xo)(X — X1)+

+ .4 f(X0, X1, Xn) (X — X0)(X — X1) ... (X — Xp—1)

nimetatakse Newtoni interpolatsioonipoliinoomiks.

n+ 1 s6lme jaoks saab leida ainult Ghe n—astme pollinoomi, seega
langevad Lagrange’ ja Newtoni poliinoom kokku, st esitavad ht ja
sama poltinoomi.



Poliinoomi
®(x) = f(x0) + f(X0, X1)(X — Xo) + f(X0, X1, X2) (X — Xo)(X — X1)+

+ .4 f(X0, X1, Xn) (X — X0)(X — X1) ... (X — Xp—1)

nimetatakse Newtoni interpolatsioonipoliinoomiks.

n+ 1 s6lme jaoks saab leida ainult Ghe n—astme pollinoomi, seega
langevad Lagrange’ ja Newtoni poliinoom kokku, st esitavad ht ja
sama poltinoomi.

Newtoni meetodi eelisteks on lihtsus arvutamisel ning
interpolatsioonisdlmede lisamisel on kergem tosta
interpolatsioonipoliinoomi asteti.



Tukiti polinomiaalne interpolatsioon



-]
Tukiti polinomiaalne interpolatsioon

Tapsema interpoleerimise jaoks voib konstrueerida interpolandi, mille
sOlmede arv ei lahene I6pmatusele (n — o), kuid seda interpolanti
saab kasutada osal6ikudel, mille arv I1aheneb Idpmatusele. Selleks
tuleb vaadeldav 16ik [a, b] jaotada k osaldiguks punktidega

a=X<Xx4<...<Xxxk=b
ning igal osaldigul [x;, xj, 1] valime sélmed

Xi=VYio<Vi1 <...<Vii= Xi+1.

4. loeng 27.09.2016 17/21



-]
Tukiti polinomiaalne interpolatsioon

Tapsema interpoleerimise jaoks voib konstrueerida interpolandi, mille
sOlmede arv ei lahene I6pmatusele (n — o), kuid seda interpolanti
saab kasutada osal6ikudel, mille arv I1aheneb Idpmatusele. Selleks
tuleb vaadeldav 16ik [a, b] jaotada k osaldiguks punktidega

a=X<Xx4<...<Xxxk=b
ning igal osaldigul [x;, xj, 1] valime sélmed
Xi=VYio <Vi1 <...<Vi= Xit1.

Olgu s6imedes y; ; antud funktsiooni vaartused f(y; ;). Igal osaligul
vaadeldakse /—astme interpolanti, mis rahuldab
interpolatsioonitingimusi ®(y; ;) = f(yi;)-



Tukiti polinomiaalne interpolatsioon

Tapsema interpoleerimise jaoks voib konstrueerida interpolandi, mille
sOlmede arv ei lahene I6pmatusele (n — o), kuid seda interpolanti
saab kasutada osal6ikudel, mille arv I1aheneb Idpmatusele. Selleks
tuleb vaadeldav 16ik [a, b] jaotada k osaldiguks punktidega

a=X<Xx4<...<Xxxk=b
ning igal osaldigul [x;, xj, 1] valime sélmed

Xi=VYio<Vi1 <...<Vii= Xi+1.

Olgu s6imedes y; ; antud funktsiooni vaartused f(y; ;). Igal osaligul
vaadeldakse /—astme interpolanti, mis rahuldab
interpolatsioonitingimusi ®(y; ;) = f(yi;)-

Nii saame tUkiti polinomiaalse funktsiooni ®(x) liitekohtadega
punktides x;. Etteantud interpolatsioonitingimuste tottu on interpolant
s6lmedes x; pidev.



Vorgu tihendamisel kK — oo, ent | jadb samaks. Sellisel juhul

f(x) — d(x)| < CH*' = 0, kuix;— x;_y — 0.
X



Vorgu tihendamisel kK — oo, ent | jadb samaks. Sellisel juhul
f(x) — &(x)| < CH' =0, kuix;—x;_1 — 0.

Tikiti lineaarne interpolatsioon on lahendamine lineaarse
funktsiooniga.
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Vorgu tihendamisel kK — oo, ent | jadb samaks. Sellisel juhul
f(x) — &(x)| < CH' =0, kuix;—x;_1 — 0.

Tikiti lineaarne interpolatsioon on lahendamine lineaarse
funktsiooniga.
Ruutinterpolatsioon on lahendamine ruutfunktsiooniga.
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-]
Splainid

Olgu 16ik [a, b] jagatud osalbikudeks punktidega

a=XxX <X <...<Xxk=b.



-]
Splainid

Olgu 16ik [a, b] jagatud osalbikudeks punktidega
a=XxX <X <...<Xxk=b.

I-jarku splainiks siledusastmega p nimetatakse jargmiste omadustega
funktsiooni S"P(x):
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-]
Splainid
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Koige lihtsam on splaine esitada baasisplainide ehk B-splainide abil.
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Lineaarsplainid S'(x).
81 0 20181 O
kus ¢y, Cq, - . ., Cx On kordajad ja

B'O(x) = B0 (X;,X’> .

B"0(x) on splain, mis [—1; 1] erineb nullist, st

14+ x, kuix € [-1;0]
B"(x) = {1 —x, kuix e [0;1]
0, mujal.
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Kuupsplainid S32(x).
Minimaalse pikkusega I6ik, kus annab baasisplaini konstrueerida, on
[Xi_2; Xi+2]. Baasisplain B32(x) on kujul

((x +2)%, kuix e [-2;—1]
14+3(x+1)+3(x+1)2—3(x +1)3, kuix € [-1;0]
B32(x) = {1+ 3(1 —x) +3(1 — x)2 = 3(1 — x)3, kuix € [0;1]
(2 —x)3, kuix € [1;2]

0, mujal.
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0, mujal.

Suvalise kuupsplaini saame esitada B-splainide
lineaarkombinatsioonina.



